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DER 


BESTIMMTEN DOPPEL-INTEGRALE. 
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PROFESSOR DER HÖIIERN MATHEMATIK AM ST. ST. JOANNEUM ZU GRATZ. 


VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATIIEMATISCII-NATURWISSENSCHAFTLICIIEN CLASSE AM 7. JÄNNER 1S59. 


Doppelte und mehrfache Integrale, zwischen constanten oder durch gewisse Bedingungen 
bestimmten veränderlichen Grenzen gehören zu den am häufigsten in Anwendung kommenden 
Partien der Integralrechnung. Zu ihrer praktischen Bedeutung gesellt sich das Interesse, 
welches sie an sieh der Betrachtung darbieten, und diesen beiden Umständen zusammen sind 
wohl die zahlreichen neuen Erörterungen und die seltene Reihe scharfsinniger Kunstgriffe 
zuzusehreiben, mit welchen die Entwickelung jenes Gegenstandes weiter geführt worden ist. 
In den hieher gehörigen Arbeiten kann man im Allgemeinen zweierlei Tendenzen unter¬ 
scheiden: es wird entweder hauptsächlich auf eine einfachere Gestaltung der Grenzbedingungen 
hinzuwirken gesucht, und in dieser Hinsicht steht die so überaus schöne Methode des Herrn 
Prof. Diriehlet oben an; oder es wird vor Allem eine Transformation des gegebenen Differen¬ 
tial-Ausdrucks angestrebt, und in dieser letzteren Beziehung bleibt, so ferne es sieh bei Inte¬ 
gralen mit vorgesehriebenen Grenzen um irgend •welche Allgemeinheit handelt, noch fast 
Alles zu wünschen übrig. — Die so nahe liegende Frage nach der allgemeinen Transformation 
der bestimmten mehrfachen Integrale dureh gleichzeitige Einführung mehrerer neuen Ver¬ 
änderlichen wurde nämlieh bis jetzt nur Einen Schritt -weit, nur bis zur Darstellung des zu 
integrirenden Elementes verfolgt. Euler hat in der Abhandlung: „De formulis integrali- 
bus duplicatis“ in den „Novi Commentarii Acad. Scient. Petrop. T. XIV, 1759“ für dop¬ 
pelte Integrale die betreffende Formel, — welehe also jetzt ihr erstes Jahrhundert feiert, — 
entwickelt und hierdurch die erste Grundlage zu einer Theorie der doppelten Integrale 

Denkschriften der mathem. naturw. CL XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliederu. n 
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gegeben. Wie bekannt zeigte dann Lagrange im Jahre 1773, dass die Transformation drei¬ 
facher Integrale nach einer Methode geschehen könne, welche sich auf vielfache Integrale im 
Allgemeinen anwenden lässt. — So umfassend nun durch diese und einige spätere Arbeiten 
die Frage, soweit sie die Transformation des Elements betrifft, gelöst ist, so sehr mangelt es 


bis jetzt selbst an jedem Versuche, den zweiten Theil der Frage, nämlich die explicite Dar¬ 


stellung des trausformirten Doppel-Integrals, in der Art allgemein zu lösen, dass die Anzahl 
der neuen Doppel-Integrale, in Avelchc das gegebene zerfällt und zugleich die Grenzen der¬ 
selben vollständig bestimmt wären. — In Ermangelung einer solchen Lösung mochte man 
sieh nun allerdings damit beruhigen, dass die vollständige Ausführung der Transformation 
wenigstens in jedem einzelnen Falle sich werde finden lassen, aber man darf nicht übersehen, 
dass selbst hierzu im Allgemeinen jeder Anhaltspunkt fehlt, und wohl darum Alles, was in 
dieser Hinsicht erreicht worden ist, sich auf wenige und sehr speeielle Fälle (wie z. B. die 
Complanation des dreiaxigen Ellipsoids etc.) beschränkt, bei welchen die Grenzen der neuen 
Doppel-Integrale mittelst geometrischer Betrachtungen, oder durch Verfahrungsarten 
ermittelt werden, welche derselben unmittelbar nachgebildet sind. Dass sich daraus der in 
anderen Fällen einzuschlagcnde Weg oder der Charakter der allgemeinen Lösung nicht 
erkennen lassen konnte, versteht sich, wie ich glaube, ganz von selbst. 

In der vorliegenden Materie wachsen allerdings die Schwierigkeiten mit jeder Verall¬ 
gemeinerung der Grenzbedingungen und mit der Anzahl der Integrationsveränderlichen sehr 
rasch, und es erscheint zweckmässig auch hier von dem verhältnissmässig Einfachen auszu¬ 
gehen, sich also zunächst auf Doppel-Integrale mit explicite gegebenen Grenzen 
zu beschränken und selbst bei diesen gewisse Voraussetzungen fcstzuhaltcn, zugleich aber 
auch die möglichst allgemeinen Gesichtspunkte der Behandlung zu verfolgen. — Bücksicht- 
lich dieser letzten Bemerkung glaube ich mich beispielsweise auf eine frühere, im 45. Bande 
des mathematischen Journals von Crelle erschienene Arbeit beziehen zu können, worin ich 
die Transformation einer grossem Anzahl doppelter Integrale erörtert habe, welche sich mit¬ 
telst einer einzigen neuen Veränderlichen auf Quadraturen zurückführen lassen. Als wich¬ 
tigeres Ergebniss jener auf Grundlage gewisser geometrischer Vorstellungen durehgefiihrten 
Betrachtungen hebe ieh hervor, dass zur Darstellung des transformirten Doppel-Integrals nie 
mehr als drei andere doppelte Integrale erforderlich sind, obgleich cs deren in besonderen 
Fällen auch weniger, oder wenn man gewisse symmetrische Formen anstrebt, wohl auch 
mehr als drei sein können, die sich jedoch immer wieder auf diese Anzahl zurückführen lassen. 

In der vorliegenden Abhandlung nun werde ich die in allen Theilen vollständig 
bestimmte Darstellung der Transformation des doppelten Integrals 



unter der Voraussetzung herleiten, dass die Veränderlichen x, y gleichzeitig durch zwei andere 
X, n ersetzt werden, welche mit jenen in dem durch die Gleichungen 


V — ^ (*■/*) 



gegebenen Zusammenhänge stehen. 

Die Lösung dieser, wie man sieht, sehr allgemeinen Aufgabe ist bis jetzt weder auf 
geometrischem, noch auf analytischem Wege gelungen und es scheint auch in der That auf 
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den ersten Anblick, dass sich, ohne vollständige Speeialisirung der Grenzen und der Relationen 
zwischen den alten und neuen Veränderlichen, eine erschöpfende Beantwortung der Frage 
nicht werde finden lassen. Der weitere Verlauf der vorliegenden Arbeit wird indessen zeigen, 
dass dies gleichwohl der Fall ist. 

Ich werde hierbei den rein analytischen Weg verfolgen, theils weil dieser der Natur 
der Aufgabe am angemessensten zu sein scheint, theils weil sieh auf jenem Wege das Ver¬ 
fahren erkennen lässt, welches zum Ziele fuhrt, wenn die Grenzbedingungen in anderer, noch 
allgemeinerer Form gegeben sind, als sie hier vorausgesetzt werden. Indessen ist es nicht 
schwierig vielen Theilen der folgenden analytischen Darstellung eine geometrische Deutung 
unterzulegen. Ich glaube sie also ohne weitere Ausführung dem Leser überlassen zu dürfen. 

Einige an sieh bemerkenswerthe Anwendungen des allgemeinen Ergebnisses werden den 
Schluss dieser Arbeit bilden, wobei ich nicht unterlassen werde die gelegentlich sich ergeben¬ 
den, meines Wissens bereits bekannten Resultate, in jedem einzelnen Falle als solche zu 
bezeichnen. 


1. 

Um den folgenden Erörterungen eine völlig bestimmte Grundlage zu geben, müssen 
einige, die Allgemeinheit übrigens nur wenig beeinträchtigende Voraussetzungen bis zu ihrer 
ausdrücklichen Beseitigung festgehalten werden. 

1. Bezüglich der Grenzen des Doppel-Integrals wird vorausgesetzt, dass und <p\ x) 
für alle zwischen c 0 und c, liegenden Werthe von x einförmig, stetig und endlich bleiben, und 
dass zwischen £ 0 und Ci kein Werth von x liege, für welchen £>° (I) un d ?'w einander gleich 
werden, dass sich daher die Grenzbedingungen stets durch die Ungleichheiten : 

(x) < y < f 1 (.r) 

Co < x < 

repräsentiren lassen, indem dann niemals <p° (x) grösser als <p l ^ x) werden kann. An dieser letz¬ 
tem Voraussetzung werde ich durcligehends festhalten, weil durch sie alle Betrachtungen 
wesentlich vereinfacht werden, und weil sie in der That keine eigentliche Beschränkung der 
Allgemeinheit in sich enthält Denn gäbe es wirklich zwischen £ 0 und einen oder selbst 
mehrere Werthe von x , fiir welche £>° (x) und <f\ x) einander gleich werden, so könnte man das 
Grenzenintervall der Veränderlichen y jenen Stellen entsprechend zerlegen, so dass man 
mehrere Doppel-Integrale erhielte, welche insgesammt der obigen Voraussetzung entsprächen 
und auf welche dann die später sich ergebendenSätze unverändert angewendet werden können. 

2. Die Transformation des Doppel-Integrals und der eben bezeiekneten Grenzbedin¬ 
gungen durch die neuen Veränderlichen X, y geschehe vermöge der Belationen: 

x = ? V ~ ^(A f /o 

wobei die Functionen JV (A )? I r (A> u) für alle in Betracht kommenden Werthe von X } y stets ein¬ 
förmig und stetig bleiben, ob X, y einzeln oder gleichzeitig innerhalb eines in Frage kommen¬ 
den Intervalls sich ändern mögen, und wobei jene Functionen die Beschaffenheit haben, dass 
einem bestimmten Werthe von x und einem solchen von y jederzeit nur Ein bestimmter Werth 
von X und ein solcher von y entspreche. 


n * 
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Es ist eine nothwendige Folge aller dieser Voraussetzungen, dass sich aus den obigen 
zwei Gleichungen niemals eine solche bilden lasse, in welcher entweder blos k und /z oder 
blos x und y Vorkommen, so wie auch, dass es keine Werthe von k und /z gibt, fiir welche 
A' (A , j zwischen c« nnd £, liegt, wenn sowohl k als /z aus den Gleichungen: 

?" (-^(z,rt) ~ 9 1 (^(z,/o) ~ 

bestimmt werden. 

3. Die Wurzel: 

/z = /z„ der Gleichung W (Ai/t) = c„ 

/z = /h •• - = li 

t l = t l ° r - = ? # (^ (M ) 

H = /z 1 ,, „ 5 (/, ;1 ) = (A (A) „)) 


wird als vollständig bestimmt und als reell für alle diejenigen Werthe von k vorausgesetzt, 
deren Intervalle durch das Folgende ihre nähere Bestimmung erhalten, und welche mit k 0 \ 
k, v , k 0 °, // bezeichnet werden mögen. 

4. Diese vier Werthe von k sind die einzigen reellen, in jeder Hinsicht vollkommen 
bestimmten Wurzeln gewisser Gleichungen, und zwar sei: 


k = kJ die Wurzel der Gleichungen 


Au — 


O, /*) 


Y 


k = 


K •• 

V •• 

V •• 


(A, /0 


^(A, /<) - 


= F 1 (A” (ll|Il ) 


oder: /i 0 = /i 1 


^(A,/x) - (^(A./t)) 

A(A,f*) == Co 
^ (A, /<) = (^(A, rt) 

W _ > 

- Cl 

<r X ( A*( A ,w) 


( ^(A, /*> — 

1 5(a„) = 


/z, = /z u 


/z 0 = /z u 


„ /i, /z' 


Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass in Folge der oben bezeichneten Voraus¬ 
setzungen die Gleichung /z° = /z 1 keine Werthe von k und /z, nämlich k = x 01 , /z = /z 01 liefern 
kann, für welche A (A /i) zwischen £ 0 und fällt. In gleicher Weise können die der Gleichung 
/x 0 = /z, entsprechenden Werthe k = X 01 , /z = /z 01 keinem zwischen £ 0 und c, liegenden Werthe 
von A (A , ;i) entsprechen. 


2 . 

Ausser den so eben bezüglich der Functionen p\ X ), A’ (A)/t) , V (A , ;i) gemachten Annah¬ 

men bedarf es keiner weiteren Beschränkungen. Dagegen müssen des Folgenden wegen alle 
diejenigen Unterscheidungen bemerkt werden, welche sowohl bei der blos partiellen als bei 
der gleichzeitigen Änderung der beiden Veränderlichen aufzufassen sind, und welche insbe¬ 
sondere bezüglich des Wachsens oder Abnehmens der Functionen AT (A)rt , I r (Ai/l) , /z o; /z,, /z°, /z 1 
in dem ganzen zur Sprache kommenden Umfange eintreten können. 

Es seien dk , d/z an sieh positive, sehr kleine Zuwachse der Veränderlichen k, /z, deren 
Beziehung zu einander in folgender Weise festgesetzt wird. Man lasse nämlich in A~ (Ai und 
Y (Ai/0 einmal blos k um ±dk, und dann blos /z um + d/z sich ändern und setze voraus, es 
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hänge dergestalt von X und g ab, dass dX, dg gleichzeitig positiv werden, wenn man 

ihr Werthverhältniss gemäss der Gleichung 

-j- oA, fi) A (A, fi 4- dfi) 


bestimmt, so können bei der andern Funetion Y (Xt/l) offenbar nur die folgenden zwei Fälle 
eintreten, nämlich dass entweder: 


oder dass 


(A oA, p) 


Y 

X (A, p ± dp) 

■ (* ± to,p) 


y 

1 (A, p ± 5 p) 


wird, wobei alle Doppelzciehen correspondirende sind. 

Lässt man dagegen einmal blos X um + dX und dann blos g um + dg sich ändern, und 
setzt man voraus, es hänge nunmehr A ’ (A , ^ in der Art von X und g ab, dass dX. dg positiv aus- 
fallen, wenn man sie der Gleichung 


A 


(A ± ÄA, fi) 


= An ,. T 


(A, p -+■ 3p) 


gemäss bestimmt, so können bei der Function A (A/l) , deren Variable immer zu gleicher Zeit 
dieselben Änderungen annehmen, ebenfalls zwei Fälle eintreten, indem nämlieh entweder 


oder aber 


(A + 'SA, ,t) 




T 

(A, p + ö» 


1 


r 

(A -(- JA, fi) 


^ 3 


(A, fi -f 3p) 


sein kann, wo auch hier die Doppelzeiehen insgesammt wieder correspondirende sind. 

Es ist klar, dass hinsichtlich der partiellen Änderung der Variabein andere Fälle, 
welche von den vier angeführten wesentlich verschieden wären, nicht möglich sind. 

Ich werde nun die Relationen der Werthe von A' (A , /t) , Y^ t/l) unter dem Gesichtspunkte 
betrachten, dass darin beide Veränderliche sich gleichzeitig ändern, und zwar indem g 
als irgend eine bestimmte Function von X gedacht wird. Dabei fasse man alle über¬ 
haupt möglichen Beziehungen jener Functionswerthe in das Auge, welche sowohl bei blos 
partieller als gleichzeitiger Änderung von X und g eintreten können. — Man nehme zu dem 
Ende an, es sei dX die sehr kleine Änderung von X, in Folge deren sieh g um dg ändert, 
oder also, es sei dg das Differential von g genommen nach X. 

Um alle hierbei möglichen Fälle zu umfassen, gehe man von den beiden bezüglich der 
partiellen Änderung so eben getroffenen Unterseheidungen aus und verfahre wie folgt. 


3 . 


Für den ersten Fall nehme ich wieder an, es hänge A, Ai so von X, g ab, dass dX , dg 
positive Werthe erhalten, wenn man einmal X ± dX und dann g + dg an die Stelle von /, g, 
und die beiden entsprechenden Werthe von A einander gleich setzt; aueh setze ieh sofort 


A 


(A ± <5A, p) 


= X 


(\,ft ± dp) 


= X 


(A + rfA J fi± dp.) 


A (0) } l>(p) 


was immer möglich ist, da die Taylor’sehe Entwickelung als Bedingung für die vier Zuwachse 
die Gleichung: 


dX.dg = dXdg -f- dgdX 
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liefert, welcher durch gehörige Wahl des Zeichens und Werthes von dl immer entsprochen 
werden kann. 

Dies vorausgesetzt kann nun Y (X ± rfAi , x ± d/l) zu den Gliedern der Ungleichheiten (Art. 2) 

i) ^ .^ (0) 

r (a±Wl#0 ^ 3 r ( A„±, w . £ (0) 

jedesmal drei verschiedene Stellungen einnehmen, und zwar in ,4 (0) : 


y 

- 1 (X ± oA, fi) 


Y 

(A, fi ± ofi) 


Y 

(A 4 /t 4 tfyt) 

. . . 4< n 

Y 

J (A ± 3A, fi) 


Y 

J (A ± d A, fi ± <7fi) 


y 

* (A,fi±ofi) 

. . . 4< s > 

Y 

J (A -f t?A, fi + dfi) 


^ (A ± 6A, fi) 


Y 

L (A, fi ± oft) ' 

. . . A (3 > 

D essgleichen in B w : 

-^(A + «A, fi) 


Y 

X (A, fi + oft.) 


(A 4; r/A, fl + rf«) * 

. . . 7? (1) 

Y 

-WA 4; *)A, /i) 

> 

^ (A + r?A, fl 4; d fl) 


V 

(A, ± '5/0 * 

. . . R (ä) 

Y 

1 (A + <7 A, fl + dfi) 


1 (A ± JA, fi) 


Y 

J -(A i fi±öfi) .... 

. . . R< 3) 


Entwickelt man die Functionswerthe nach der Taylor’sehen Reihe und bezeichnet man 
der Kürze wegen A' (A , t) , U (A /t) einfach durch X, Y, so ergeben sieh der Ordnung nach die 
folgenden, mit den obigen gleichbedeutenden Relationen: 


d.r 

v ot 

d ±ä>, 

dl 


dJ , 

= T ß "1* 


> 


dY 

clfl 


OfX 


dX dX 

— Ti f?X X (h ‘ l 

dY 7 , , dY 

> 31 ,ü + * 


dY 

dX 


01 


dY 

H oX 


>> + 

dY , 

— 0/1 > — 0 / 
d/i yl 


dY dY y 

* ^ > ~ L "' l 

> 


dY 

Jl 

dY 
dX 
d I 


o'A 

<?a 


<n T . 

< «T * 

dY 7 , , <jr 7 

< <w ^ 


^ rfr 71 , dX 7 

< Äi + *T ,J}1 

, dY , 

< ^ 


«x 7 , <n r . <?r _ 

— -j- — <7/i < — oX 

worauf ich bald wieder zurüekkommen werde. 


dY ^ 

< ST * 


4. 

Tm zweiten Fall (des Art. 2) hängt A' (Ajfl) so von 1, /i ab, dass 01, Oft nur dann positive 
Werthe erhalten können, wenn man einmal A + <?A für A und dann /i + O/i für /x, und hierauf 
die beiden entsprechenden Werthe von K einander gleich setzt. Zugleich setze man 

-^-(A + JA, n) — AT (Ai , l - , 5 „J =3 W (A ± (?A) /( q: (//l) . A 0 , /?„ 

Avas immer möglich ist, weil die vier Zuwachse nur der Gleichung 

010/x — Old/x -f- 0/idl 

zu genügen haben, welcher dureh eine passende Wahl des eigenen Zeichens und Werthes 
von dl jederzeit entsprochen Averden kann. 
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Ist dies der Fall, so kann nun Y {k± , a> worin dX, dp bis auf die Zeichen gewöhn¬ 

liche Differentiale vorstellen, zu den Gliedern der Ungleichheiten (Art. 2): 


^ (A + JA, ß) ^ (A. /« + <5;t) . ^ •' 

^ (A ± ÄA, ,t) ^ (X, fi + Sf.) . 

jedesmal drei verschiedene Stellungen einnehmen, nämlich in Ap 


^ (A ± <JA, p) 


^ (A, /t + 5 p) 


-^(A ± dX , ß + rf /0 * • 

. ... A, 

(A + «JA, p) 


Y 

(A 4; dX , jti -f- dp) 


V 

I (A,/t+o/t) * * • 

. ... A, 

y 

(A - 4 - dXf p -j- dpi) 


Y 

-*■ (A + JA, p) 


J (A,/* + ö» • • * 

. . . .A, 

und ebenso in B 0 : 






y 

J (X±3X ,p) 


Y 

(A, p 4 - <5/0 


(A + rfA, p + <7/x) * 

. . . .B, 

Y 

1 (A ± oA, p) 


V 

1 (A ± dX, p + dp) 

=5 

V 

(A, /t + /3/i) 

. Bo 

^ TA 4- dX, p ^/t) 

£ 

Y 

^ (A + rfA, /0 


^ (A, /i+ <5/i) 

. . . .B z 


Mit diesen gleichbedeutend ergeben sieh durch die Entwickelung der Functionswerthe in 
der obigen Ordnung die folgenden Relationen: 


IX 

Ti° x 

- - — 

dX , 

7 0/i 

— 

t/A 

dH 

<UT 7 

- + ^ 

d ~ dX 

d). 

> — 

<2V , 

7 w/i 

> 

dY 

— f/A 
dH 

<2r 

- + ^ 

dY ,'j 

di A 

> 

— cZA — 

d/. 

rfr 7 
* r, '‘ > 

dY , 

- Oft 

d/t 1 


>• 

dY 7 

- ,7 cl > 1 > 

£ « 

> 

dY y 

- 7 0/i 


£ « 

< — 

£* 

< 

— /ZA 

dt 

dY 

- dp 

dß 1 

— oA 
dX 

< 

g - 

tM 

<2 Y , 

* <'/' < 

dY y 

— — up 
dß 1 


dY 7 , 

U.‘ U 

dY , 

- ir. ^ < 

dx 

< 

dY , 

- - O/jt 

rf/Jt ' 



mit deren näherer Betrachtung ich mich alsbald beschäftigen werde. 


5 - 


Eliminirt man aus den sechs am Schluss des Art. 3 stehenden Relationen mittelst 
der Gleichungen A (0) , B (0) jedesmal drei der Ineremente dX. dp, dX, dp, und setzt man zur 
Abkürzung: 

_ dX dY dX dY 

dtj. dX dX dp. 


so ergeben sich die folgenden Bedingungen: 


- d\ > 0 , — dp > 0 

dX 7 dX ' 

dp dX 


- dX < 0 . i. 

dX ' dX 

dp dX 

> 0 . ., 


V 


> 0 


dp > 0 . 

> o . 
< 0 . 


. . M (I) 

. . A 2) 

. . A (3) 


?; 
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t di < 0 , ± < 0 , 


- <M > 0 , i. At < 0 . . . . B w 

dx 

d fi d x 

. <0 , „ < 0 . . . . £< ä > 

., < 0 , „ > 0 . . . . B m 


Verfahrt man in derselben "Weise mit den am Schlüsse des Art. 4 aufgestellten Rela¬ 
tionen, so findet man die denselben entsprechenden Bedingungen wie folgt: 

. Ay 

. A a 

• A s 

• B, 

• B, 

• b 3 

Wie man hieraus sieht, sind durch die Bedingungen, worin dl und d/i Vorkommen, die 

cZT" d Y 

gleichzeitigen Zeichen von A und der partiellen Differentialquotienten —-, ~ und folglich 
auch die entsprechenden (eigenen) Zeichen von dl und d;x in allen denkbaren Fällen bestimmt. 

Es verdient jedoch im Interesse der Kürze schon jetzt bemerkt zu werden, dass die 
späterhin ausschliesslich in Frage kommenden eigenen Zeichen von dl, resp. bei A^ und 
A^\ bei B {2) und B^\ bei A 2 und A s so wie bei B„ und B 3 jedesmal genau dieselben sind, und 
dass daher, weil eben, wie sieh zeigen wird, die Vorzeichen von d/x nicht in Betracht kommen 
und dl , d/x an und für sich positiv sind, von jetzt an immer nur auf die Fälle A (1) , A (2) , PAK 
B {2 \ A ,, A» , By, B 2 Rücksicht zu nehmen ist. 


±dl>0y±d,X<0, 


— dl < 0 , - da < 0 

dX 7 dX ' 

d p d X 


dX 

dp 


dX 
d X 


dp 

V 


> 0 , 
> 0 , 


< 0 
> 0 


l — dl > 0 , - d/i > 0 

- dl < 0 , - da < 0 , < . rx 

« ’ « ' J .. < 0 , ., >0 


dX 

dP 


G. 

Um alle möglichen Zeiehcnverbindungen, welche die Bedingungen des vorigen Artikels 
zulassen, zu erhalten, muss man A seine zwei möglichen Vorzeichen -f- und — beilegen, 
daraus die Zeichen der partiellen Diffcrentialquoticnten , — und sofort jenes von dl 

d A d\L 

bestimmen. Alle hieraus entspringenden Fälle lassen sich indessen kurz zusammenfassen, 
und zwar, wie man sich leicht überzeugt, in folgender Form: 



A 

dX 

dX 

dX 

dp 

Eigenes Zeichen von dX 

A™ B<" Jy By .4 ,:) B (i) A« ll z 

A 0) a ca 

+ 

± 

± 

!-: - 

1 3« 

£ 



A x A s 

± 


+ 

7?, By 

± 

± 

+ 
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Hierin ist Alles enthalten, was nun im Folgenden über die Functionen A~, Y ausser den 
im Art. 1 gemachten Annahmen, zu berücksichtigen ist. — Es drückt offenbar den Zusammen¬ 
hang der Zeichen der Functional-Determinante A, der partiellen Differentialquotienten und 
der Zuwachse der Veränderlichen irgend z'weier Functionen aus, welche gemeinschaftlich 
von denselben zwei veränderlichen Grössen abhängen. Ohne diesen Zusammenhang zu 
berücksichtigen wäre es nicht möglich das Zeichen der Determinante A allgemein zu fixiren, 
welches bekanntlich die Eingangs bezeichnete Euler’sche Transformation unbestimmt lässt. 


7 . 

Um die folgenden Erörterungen auf genaue Bestimmungen zu gründen, müssen ferner 
noch alle, hinsichtlich des Wachsens und Abnehmens der Functionen: 

f (A(i, f) 1 F 1 C^A, ri) 

möglichen Fälle in Betracht gezogen werden. — Wie sich nun im weitern Verlauf heraus¬ 
steilen wird, kommt es hierbei auf die Änderungen dieser zwei Functionen in der Nähe der¬ 
jenigen Werthe einer der beiden Veränderlichen, z. B. jener /a au, für welche die Lngleich- 
heiten des Art. 1, an der Grenze ihrer Giltigkeit, in Gleichheiten übergehen, für welche also 
entweder: 

9 (^(A, f) ^ (A, /*) Odd <p (X ß> f d (A , n) 

wird, und wofür (Art. 1) die Veränderliche p als Function von A die Werthe p° und / 1 1 erhält. 
Da nun vermöge der Bedingung (Art. 1): 

F°(Ä(a f (X (A , ^j) 

jederzeit <p°(X) kleiner und <p'(X) grösser als Y bleiben muss, so ist leicht zu sehen, dass im 
Ganzen nur die folgenden vier Fälle möglich sind: 


5(a. 

ß° + dp 0 ) 

> 

? 0 (Ä(A. 

P° + 3 p 0 )) 

1(A, 

ß'- 

- öV) 

< 

? l ( X (A, 

ß 1 - 

- dp')) 

}<A, 

ß°~ 

- 3p°) 

> 

9°( x p 

ß°- 

- dp 0 )) 

Yß. 

ß 1 H~ V) 

< 

^(Ä'(A, 

ß l - 

h w) 

i(A. 

P°- 

- dp 0 ) 

> 

9°( X P 

p°- 

- dp 0 )) 

Y* 

P { - 

- W) 

< 


ß'- 

- dp 1 )) 

Y». 

p° + dp°) 

> 

9°( x i a, 

^ +»>•)) 

Y<k 

p l -f- dp 1 ) 

< 

9 X ( x a, 

ß { ’ 

f «>’)) 


. . . . I 

. ... II 

. ... III 

. ... IV 


wobei dp 0 , dp 1 an sich positive, sehr kleine Zuwachse bezeichnen, deren nähere Bestimmung 
Vorbehalten bleibt. 

Welches aber auch die Werthverhältnisse jener Zuwachse seien, so folgt jedenfalls, dass 
die Erfüllung der obigen vier Bedingungen, hinsichtlich der Werthe der Veränderlichen g 
davon abhängt, dass: 


ß>ß° , p < p' . . . 

ß < ß° ? p> p 1 . . . 


Denkschriften der mathem.-natunv, CI. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 


. . bei I 
. . bei II 


O 




106 Anton Winckler. 


H •< /i° . n ■< jü .bei TU 

/i > /i° , /-t > /* l .bei IY 


sei: eine Bemerkung auf welche ich später zurückkommen werde. 

8 . 

Die so eben bezeicbneten vier Fälle lassen sich in eine andere Form bringen, und zwar 
vermittelst einer Umgestaltung, wodurch die Functionen <p' eliminirt und die entsprechen¬ 
den Ungleichheiten einfach auf die Formen jener zurückgeführt werden, w T elche in den vor¬ 
hergehenden Artikeln betrachtet worden sind. Zugleich erhalten auch die Verhältnisse der 
Zuwachse o/i\ o/i° in jedem einzelnen Falle ihre nähere Bestimmung. 

Es sei zu diesem Behufe <p* der Repräsentant von <p® und c 1 : /i* jener von /z° und /d, und 
zwar sei dieses /j®, als Function von X gedacht, derjenige Werth, welcher der Gleichung: 

^ 0, /**) = < f " (Ä~(*, •"*)) 

allein Genüge leistet. Lässt man darin X um + dX, und entsprechend /i* um ± d/i* sich ändern, 
so wird man haben: 

^ ß*±dß*) = F \-^-{X±dX,ß*±dß*)) 

Bestimmt mau nunmehr, wie dies in Art. 3 geschah, und unter der dort gemachten Vor¬ 
aussetzung bezüglich der Zeichen der Zuwachse dX , o/x*, dX, d/i* diese letzteren gemäss der 
Gleichung 

-^-(X+dX, jt*) ^-(X, ß*±äß*) ß*±dß*) • • * * • A , h 

so lässt sich der für Y gefundenen Gleichung auch die Form geben: 

-1 (A+/U, ß* + dß*) F (“^(>., ß*±dß*j) 

Daraus lassen sich nun die folgenden Schlüsse ziehen: 

Ist 

-1 (X, ß*±nß*) ^ S" 1 ß*+oß*)) 

so ist auch : 

^ (X+<iX, ß*+ßß*) ^ 1 (X, ß* + oß*) 

Ist dagegen 

1 (X, /C + u.'C) F ( ß* + oß*)) 

so ist: 

-1 (;.+<//, ß* ± dß*) ^ -1 (>., ß*±oß*)) 

Ganz analog verfahre man in dem Falle des Art. 4. 

Lässt man nämlich in der Gleichung: 

^ (x, n*) F (-^-(x,ß*j) 

X um ±dX sich ändern, und ist + d/i* die entsprechende Änderung von /i®. so hat man: 

■1 (X±dX, ß*+(lß*) = F (-^(i±r/X; ß*+<lß*)) 
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und wenn man nun, wie in Art. 4 die Verhältnisse der Zuwachse gemäss der Gleichung: 

•^(A-WA, ji*) = -^"(A, fi*+Sfi*) “ -^- (A+rfA,.H ;; . , B... 

bestimmt, so kann man auch schreiben: 

Yß±d\, fi*+dß*J — 9' GGa. ,,*+„>*)) 

Hieraus lässt sich schliessen: 

Ist 

G(a, ^ 9 ' OGa , h*+ö/i*)) 

so folfift: 

o 

R(A+rfA, ^ -ZfA, 

Ist dagegen 

Ga, ^ 9 ("Ga, /**+<}>*)) 

so ist: 

Ga±<aa, p*+dn*) ^ Ga, ir+dp.*) 

Andere Fälle als die eben betrachteten lassen sieh nicht angeben. 



9 . 


Mit Hilfe der so eben bemerkten Sätze kann mau die vier Relationen des Art. 7 in 
folgender Weise umformen. Verbindet man nämlich die Relationen A*, B* und C* } sodann 
Hg, B. : . und Gg mit jenen des Art. 7, so ergibt sich, wie leicht zu sehen: 

Ist X {Ktl) so beschaffen, dass 

X(X+aX t fl) *Ga,"Ga+cAA, p+djx) .H , B 

gesetzt werden kann, und ist entweder 

G + JA, fi) (A, fi + Sfi) • 

oder: 

Ga ± JA, fi) ^ I(A, fi±5fi) • 


. . . . M<°> 

. . . . R<°> 


so werden die vier Fälle des Art. 7 durch die folgenden ersetzt: 


G(A + rfA, fiO + dfi») 

< 

Ga, ^ 

+ o/x°) * 

. . H (1) , 

ßu ) 

.... iu 

Ga- 

■dA, /t*-d/i>) 

> 

G,a„, 

-w * • 

. . AU , 

B’u j 

G(a- 

dA, fi°—dp n ) 

< 

G(A, y? 

-ö>°) * • 

. . M (2) , 

ßu | 

.... II« 

Y 

-‘(A + r/A ,/t'+<*/*') 

> 

Y 

1 (A, ß< 

+ S/t') • * 

. . AU , 

BU j 

Ga- 

dA, /t° — dp 0 ) 

< 

G(A, fi« 

— fy°) • • 

. . H< 2 >, 


.... III<‘> 

G ( a- 

- dA, — dp}) 

> 

G ( a„, 

-ö> ! ) • • 

. . AU , 

BU 1 

-^(A-f dA, 

< 

G(A, /i» 

+ö>°) * • 

. . M (1) , 

ßu ) 

.... IV« 

^{A + dA, /£* + d/H) 

> 

G ( a„, 

+<w • * 

. . M (2 >, 

ßu ] ' 
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Ist A+so beschaffen, dass: 


Y _ y _ — Y 

-^ V (A+rfA, p) ■ A *“(A I /* + dp) ^ V (A + rfA, 


gesetzt werden kann, und ist entweder: 

-^(A + ÄA, p) ^ -^(A, ii 3-d/i) . A 0 


oder: 


3 


(A + o'A,rt ^ ^A.^ + o». -ßo 


so werden die vier Fälle des Art. 7 durch die folgenden dargestellt: 


ÜA 

— rfA, pP 

+<*/»•) 

< 

V 

1 (A, pP 


^(A-f rfA, p' 

-dfi') 

> 

Y 

1 (A, fA 

—w 

ÜA 

-WA, p° 

-dp") 

< 

l r (A, p0 

-3p°) 

ÜA 

— rfA, p' 

+ rf,x<) 

> 

V' 

1 (A, p' 

+ dp') 

Y 

J (A+rfA, p° 

-dp 0 ) 

< 

Y 

— dp 0 ) 


+ rfA, tA 

— dß') 

> 

Y 

-MA,/* 1 

-dp') 

ÜA. 

— rfA, p° 

+ dp°) 

< 

^(A, P » 

+ dp 0 ) 

ÜA. 

-rfA, p'- 

+ dp') 

> 


f W) 


• • A , Bi ) _ 

. . Ao , A>i ) 

• • A i > ) 

• - + , 7A } 

• • +,-&) 

. . A 2 , B\ | ' 

• ■ A 2 ,B t ) 

■ .A,bJ 


II, 

III, 

IV, 


Die derselben Nummer angehörenden und unter einander stehenden Buchstaben 
bezeichnen hierbei die Bedingungen der Art. 3 und 4, welchen die entsprechenden Func¬ 
tionen /i° und /i 1 zu genügen haben. So haben z. B. in III (1) die Functionen /i° und /i 1 resp. 
den Bedingungen + 2) und A (1 \ oder aber auch jenen B m und J3 (2) Genüge zu leisten. Hier¬ 
nach kann über den Sinn der gewählten Bezeichnungen wohl kein Zweifel bestehen. 

Aus jeder dieser zweigliederigen Ungleichheiten entstehen zwei dreigliederige, wenn 
man dem entsprechenden U (A± ^ seine möglichen Stellungen in denselben anweist. Die Zahl 
der Ungleichheitsbedingungen steigt hierdurch auf 32. Der Übersicht wegen habe ich schon 
weiter oben die Bezeichnung derjenigen in den Art. 3 und 4 aufgestellten Relationen beige¬ 
fügt, aus welchen man jene dreigliederigen Bedingungen erhält, wenn man darin /i mit dem 
betreffenden Index versieht. So entstehen z. B. aus der erstem der Beziehungen I (1) die einzig 
möglichen dreigliederigen: 

I (A + 5A, n«) I (A, /x°+ä/x») ^ I (A + rfA, 11 ° +du 0 ) . A 1 * 

Y "> V V 7?( 2 ) 

1 (A, n» + J/t«) ^ ‘ (A + rfA, n» + rf,i») Y* J (A + "A, ;i°). J-> 

welche man aus Art. 3 unmittelbar erhält, wenn man in A m und B (2) durehgchends p° fiir p 
setzt. Aus diesem Grunde nun wurde oben der entsprechenden Ungleichheit jedesmal noch 
das Zeichen A (1 \ J5 (2) beigefügt. In gleicher Weise sind die übrigen Bezeichnungen zu ver¬ 
stehen. 

Ich bemerke schliesslich noch, dass aus dem Vorzeichen der an sich immer positiven 
Grösse o/i unmittelbar erkannt werden kann, ob das betreffende /i der grösste oder kleinste 
Werth ist, für welchen die zugehörige Ungleichheit noch besteht. So z. B. besagt die Un¬ 
gleichheit: 

I (A + rfA, ,i a + rf,i») I (A, n +Sn 0 ) 
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dass in der Function die Veränderliche /z nicht kleiner als /z° werden dürfe. Wo aber 

f — d/I vorkommt, da besteht die entsprechende Bedingung nur für Werthe von /z 1 , welche 
nicht grösser als /z 1 sind. — U. s. f. 


10. 

Ich komme nun zur nähern Betrachtung der zweiten Bedingung, durch welche die 
Grenzen des Doppel-Integrals gegeben sind, und welche heisst: 

fo < -Y(X,n) X f 

Hier ist die Sache viel einfacher, denn man braucht blos zu untersuchen, wann die bei¬ 
den Functionen /z 0 , /z,, welche der Form nach ganz dieselben sind und sich überhaupt nur 
durch die (konstanten £ 0 , c, unterscheiden, der obigen Bedingung gemäss, entweder die obere 
oder die untere Grenze der Veränderlichen /z bilden. Beachtet man zu diesem Zwecke, dass 
nach der im Art. 1 angenommenen Bezeichnung: 


und dass stets 


■^(*1 ft>) 

f» 

Co 



A* 

Ci 


Co 

: 

ft) < 

S 1 


bleiben soll, so kann man in folgender Weise bestimmen, in welchen Fällen /z 0 und /x 1 die 
grössten oder die kleinsten von allen zulässigen Werthen der Veränderlichen /z sind. Nun ist 
es eine unmittelbare Folge der Voraussetzungen (2) des Art. 1, dass immer gleichzeitig /z 0 
der kleinste und /z, der grösste, oder umgekehrt /z 0 der grösste und /z, der kleinste jener 


Werthe sein müsse, dass also et weder: 



-^0, ft>+»>o) Cu 

und 

fii — dpi) Ci 

oder: 



■‘^■(*1 fti — 

und 



ist. Entwickelt man die Functionswerthc nach der Taylor’schen Reihe, so ergibt sich, dass 
entweder: 


oder 


t*o) 

. dg 0 

> 

0 

und 

ßl) 

dt* l 

d. T(A, p 0 ) 

litt 


0 

und 

dX(X,p,) 

dfx 0 

, o/i 0 


(ifly 


. dg l > 0 
. o/z, < 0 


Daraus aber folgt sogleich: 

Es muss /z > /z 0 und /z < /z,, oder also /z 0 < /z, sein, wenn ^ positiv, 

dagegen muss /z < /z 0 und /z > /z,, oder also /z 0 > /z, sein, wenn ~ negativ 

ist. Es versteht sich von selbst, dass diesen Forderungen durch Werthe von A entsprochen 
werden kann und muss, welche innerhalb bestimmter Intervalle liegen. 

Bezüglich der Werthe von , I r (iif(I±ö>l) welche den oben zur Sprache gebrachten 

Werthen von X eorrespondiren, können nun wieder alle Fälle eintreten, welche in der Tabelle 
des Art. 6 unterschieden worden sind. Man würde die Zusammenstellung aller dieser Fälle 
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erhalten, wenn man in jener Tabelle, den Zeichen von -- entsprechend, die Grenzen von /a, 
wie sie oben angegeben sind, beifügte. 


11 . 

Es genügt jedoch nicht, dass stets zwischen den Grenzen £ 0 und c, eingeschlossen 

bleibe, sondern es muss gleichzeitig auch der andern Bedingung des Art. 1 Genüge geschehen, 
welche fordert, dass man jederzeit habe: 

<f" C^(A, n) ) < Y*. y.) < <f l (A, y) ) 

Um nun diese beiden Bedingungen zu erfüllen, muss man allen in Art. 9 ausführlich 
angegebenen Fällen, in Verbindung mit den zugehörigen Bedingungen zwischen /a. /a° und /a 1 , 
sodann mit den entsprechenden Zeichen von — und von A noch die entsprechenden Be¬ 
dingungen für/i, /i„ und /a,, wie sie aus dem vorigen Artikel sich ergeben, hinzufügen. 

Ich unterlasse es auch hier, diese Fälle tabellarisch zusammen zu stellen, weil später 
folgende Übersichten solches entbehrlich machen. Die Erwähnung eines einzigen Falles 
dürfte hier genügen; ich wähle dazu den Fall III (1) des Art. 9. 

In Bezug auf /a° kann der Fall A { -\ bezüglich /V der Fall H (1) als zugehörig eintreten. 
Angenommen nun, es sei A positiv, so ist nach Art. 9: 

/i < /i° und /i < /i 1 

d Y 

und nach Art. 5: -j- positiv, folglich nach Art. 10: 

H > /i 0 und /a < /i, 

Ist dagegen A negativ, so folgt aus Art. 9 ebenfalls: 

ji < /a° und n < /a 1 

d TT 

und nach Art. 5: — negativ, folglich nach Art. 10: 

d <l ° 

/A < /A 0 und /A > /A I 

Hiernach finden also gleichzeitig die folgenden Beziehungen statt: 

~ > 0 , A > 0 , /A < /A° , /A < /A 1 , /A > /A, . /A < /A, 

dp 

^ < 0 , A < 0 , /A < /A° , /A < /A 1 , /A < /A 0 , /A > /A, 

dfl 

Auf ähnliche Art würden sich alle übrigen Fälle ergeben. 


12 . 

Durch das Vorhergehende sind in allen Fällen die Grenzbedingungen für die Veränder¬ 
liche /i gegeben. Aber auch die correspondirenden Grenzen von k sind dadurch bestimmt. Diese 
sind nämlich , wie sich zeigen wird, diejenigen Werthe von A für welche die Ungleichheiten: 

/A 0 ^ /A° ; /A 0 ^ /A 1 ; /A, ^ /A° ; /A, ^ /A 1 

in Gleichungen übergehen. Die wesentliche Frage hierbei betrifft jedoch , wie man sich bald 
überzeugen kann, nicht sowohl jene Werthe an und für sich, als vielmehr den Weg, auf 
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welchem man von einem Werthe der Veränderlichen X, der eine jener Ungleichheiten realisirt, 
ausgehend, zu dem Werthe, der diese Ungleichheit in eine Gleichung verwandelt, gelangen 
muss. 

Angenommen z. B. es sei g 0 < g° die in dieser Richtung zu untersuchende Bedingung, 
und es sei irgend ein derselben entsprechender Werth für die Veränderliche ^ gewählt, so ist 
es die Frage, ob man von diesem Werthe ausgehend, zu grösseren oder kleineren Zahlen- 
werthen übergehen müsse, um zu demjenigen zu gelangen, für welchen genau g 0 = g° wird. 
Auf welehe Weise sich diese Frage in jedem einzelnen Falle beantworten lässt, wird sich 
deutlieh genug aus der nähern Erörterung des oben gewählten Beispiels erkennen lassen. 

Die vor Allem nothwendiafe Unterscheidung bezieht sieh auf das Zeichen von —; das- 

00 dp 

selbe ergibt sich wie folgt. 

Da die unabhängig Veränderliche g in dem Intervall der Ungleichheit g 0 < // liegen 
soll, so ist nothwendig: 

g > g 0 und g < jT 

p y 

und es muss also in Folge der erstem Bedingung nach Art. 10 . . . — positiv sein. 

Diese Bestimmung bietet sofort ein Mittel dar, die ursprüngliche Ungleichheit g 0 <C g" 
dureh eine andere zu ersetzen; denn es muss jetzt offenbar auch: 


0; Po) ^ P # ) 

oder also: 

So < -V(A, ^0) 

sein, und es geht diese Ungleichheit mit der ursprünglichen gleichzeitig und für denselben 
Werth von X in eine Gleiehung über. Damit nun aber dieser Übergang stattfinde, muss offen¬ 
bar X sich so ändern, dass A' (A , ab nimmt. 

Um die Art dieser Änderung zu erfahren, bemerke man, dass das Abnehmen von A' (A> ^ 
auch durch eine blosse negative Änderung — dg 0 von g° hervorgerufen werden kann, dass 
nämlich: 

A' ( , > A (A) Jfi—Sn 0) > Co 

Lässt man nun aber X um — dX und in Folge dessen g° um — dg 0 sich ändern, so kann 
man fragen, welches Zeichen die Änderung dX an sieh haben müsse, damit A (A /i0 _^o) sich 
durch A’ (A _ rfA] ^o_ rf;i o ) ersetzen lasse, oder also, damit: 

— dt., /i°— d/t (j ) (A, —o/(°) 

werde. Um diese Frage vollständig zu beantworten, muss man vor Allem bis zur Unter- 
Scheidung der möglichen Zeichen von — zurüekgehen, w r as dadurch geschieht, dass man ein¬ 
mal annimmt, es sei A" (A _ ÄA) ^ und dann A" (A+Ö . A ^ fähig den Werth A (A> darzustellen, so 

dass man entweder: 


oder aber: 


A 


(A-ÄA.p») 


= Ä 


(A — rfA, /t°—<7/i°) 


= A 


{X, 3,P) 


/1<°>, R (0) 


A 


(A -f- <5A, p°) 


= A 


(A-f tfA, — dg?) 


= A 


(A.po-ip») 


A 0 ,7? n 


hat. — Da sieh aber auch hieraus noch nicht die eigenen Zeichen von dX in ihrem noth- 
wendigen Zusammenhänge mit dem Zeichen der Determinante A ergeben, so 
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lasse man zu den Gleichungen A. (0) , B m noch die sechs, bezüglich der Function Y möglichen 
Fälle des Art. 3, und zu den Gleichungen M 0 , B 0 die sechs Fälle des Art. 4 hinzu treten, so 
wird man, sowohl wenn X positiv als negativ ist, nicht nur das Zeichen von A, sondern auch 
jedesmal das eigene Zeichen von dX finden, und sofort aus A (#) , B m und A 0 , B 0 erkennen, ob 
X eine positive oder negative Änderung erfahren muss, damit X (/ _ dli /l o_ d/i o ) oder A” (X _^,^)) und 
.n'-dpp) °^er Xß tP o_ Slt o ) abnehme und sich also dem festen Werthe f 0 auf diesem Wege 
nähern könne. 

Die ganz gleiche Betrachtung ist bei der Ungleichheit fi 0 < /z 1 , oder was gleichbedeutend 
ist, bei /z > /j 0 , /z < /z l , wo ebenfalls positiv sein muss, anzustellen. 

Man kann daher diese beiden Fälle zusammenfassen, indem man von der Bedingung: 

/'•o < X 

oder den gleichbedeutenden: 

... dX 

H > /i 0 . n < jx- , — positiv 

ausgeht, und dabei /z* als den Repräsentanten von /z° und /z l ansieht. 

Die gleiche Bezeichnung will ich auch bei allen übrigen noch in Betracht zu ziehenden 
Fällen gebrauchen. Da diese Fälle sich in durchaus anologer Weise, wüe im eben betrachteten 
Beispiele erörtern lassen, so scheint es angemessener, statt der ins Einzelne gehenden Aus¬ 
führung aller jener Fälle, eine übersichtliche Zusammenstellung aller hieher gehörigen 
Resultate, wie sie sich jedesmal gegenseitig bedingen, in einer Art folgen zu lassen, welche 
wohl jede weitere Erklärung unnöthig machen dürfte. 



An¬ 

nahme 

dX 

dp 

dX 

dX 

Grenzen 

der Veränderlichen fi 

J ( X, ji*) wächst gleichzeitig mit: 


J5 1 " 

A <3> 

n m 

A 

Aenderung 

von A 

A 

Aenderung 

von A 

A 

Aenderung 

von A 

A 

Aenderung 

von A 

(1) 

P* <Pi 

+ 

+ 

ß > ßo< ß < ßl, ß > ß* 

R* + SX, p*) — RA + rfA, p* + 4p*) = Ra, p* + dp*) 

+ 

— 

— 

— 

+ 

+ 


-T 

(2) 

i<■* > n 

— 

— 

P <Po> P > P\J U<IA* 

-V(A— 3?., fi*) = X(A — dA, ft *— df**) = -V(A, fi* — 8fi*) 

— 

+ 



— 

- ' 

~T 

— 






X(A, /<*) > Co 

-V(A, p*) nimmt gleichzeitig ab mit: 









(3) 

> Po 

+ 

+ 

P > Po, P < Pu P < P* 

V(A— 8X, n*) = A'(X — dX, ii*~dfi*) = T(A, /t * 

+ 

+ 

— 

“h 

~r 

— 

— 

— 

M 

P* < Po 

— 

— 

P < Po, P > Plf P > P* 

J( A + 8X , ft*) = -V(A -f dX , t n* + du*) = Ä'(A, ^ 4- 8,n*) 

- 

- 


— 

— 

+ 

-f- 

+ 






Ra , p*) < Ci 

-V(A t /z*) wächst gleichzeitig mit: 

Ä x 


a 9 

b 2 

A 

fco 

a 

a ^ 

’S o 
« > 

< 

A 

Aenderung 

von A 

A 

Aenderung 

von A 

A 

zVenderung 

von A 

(5) 

P* > Pi 

- 

+ 

P < Po, P > Pi , P < p* 

V(A -f 8X, fi*) = J(A 4 -dX, fi* — dji*) = -T( A, ji* — 8fi*) 

— 

— 

+ 

— 

— 

+ 

+ 

+ 

(6) 

P*<Pi 

+ 

— 

P > Po, P < Pu P > P* 

A'(A — 3X, fl*) = -V(A — dX, fl* 4- dfi*) — V(A, /z* 4- 3,u*) 


"T 

— 

+ 

+ 

— 

— 

— 






Ra,/<*) > Co 

A'(A, p*) nimmt ab gleichzeitig mit: 









(■) 

P* < Po 

- 

+ 

ß <ßo>ß> ßl> ß> ß* 

X(A~ <JA, fi*) = A'(A-z?A, /^4-rf/i*) = X(A, /i*-f ö>*) 

— 

+ 

+ 

+ 

— 

— 


— 

(8) 

P* > Po 

+ 

— 

P > Po 7 P < Pl y P < P* 

-T(A 4- fl*) = -V(A 4 rfA, u* - tf a*) = -V(A, fj* - J/z*) 

+ 

— 

— 

— 

+ 

+ 

— 

4- 
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 

Die Ungleichheiten: /x 0 ^ /x, und /x° ^ g\ insbesondere deren Übergang in Gleichungen, 
blieben hier ganz unberücksichtigt, wofür der Grund nach den Voraussetzungen des Art. 1 
leicht cinzusehen ist. Was zunächst die Gleichung /x 0 = /x, betrifft, so sind darin /x 0 und g x 
Functionen von durchaus gleicher Form, welche sich überhaupt nur durch die Constanten 
c 0 und Ci unterscheiden. Jene Gleichung, welche ihren Ursprung in den beiden Gleichungen: 

-Ü*, /<> — ~ 

hat, ist also, wie man sieht, im Allgemeinen selbst eine Unmöglichkeit. 

Die zweite Ungleichheit /x° ^ g 1 kann in Folge der Voraussetzung des Art. 1 eben so 
wenig in eine Gleichung übergehen. Denn da es keinen zwischen £ 0 und liegenden Werth 
von x gibt, für welchen p° (x) und f (x) einander gleich werden, so gibt es auch keinen der 
Gleichung 

genügenden zwischen £ 0 und £, liegenden Werth von A' (A>/t) . Ein solcher Werth, er möge £ 
heissen, müsste aber existireu, damit aus den Gleichungen: 

£ — 

P*(€) = F 1 ^) = 

die Werthe X = A 01 , g = /x 01 , welche der Gleichung g° = g 1 entsprechen, berechnet werden 
könnten. Es können daher niemals gleichzeitig jene Werthe im Bereiche der Integrations- 
werthe, — wenn gleich der eine ohne den andern — Vorkommen. 

An diesen Bemerkungen muss im Folgenden durchaus festgehalten werden. 


13 . 

Aus der im vorigen Artikel angeführten Zusammenstellung lässt sich nun, in Verbindung 
mit jener des Art. 9, für alle Fälle, die hier in Frage kommen können, der Zusammen¬ 
hang zwischen den Vorzeichen der Determinante A, den Grenzbedingungen 
für die Veränderliche g und den Grössen Verhältnissen der hier ausschliess¬ 
lich in Betracht kommenden vier Wurzelwerthe A 0 °, V, A,°, A, 1 hersteilen. Wie 
sich derselbe in jedem einzelnen Falle finden lässt, ist nunmehr nachzuweisen; es wird aber 
vollkommen hinreichen, wenn die Art der Herleitung in zwei Fällen vollständig ausgeführt 
wird. 

Als ersten Fall will ich jenen I (1) des Art. 9 annehmen, bei welchem die Bedingung A w für 
g°, und ebenfalls für g 1 stattfindet, wofür ausserdem nach Art. 7 

g > // und /x < /x 1 

sein muss. Das Zeichen von A ist aber hierdurch keineswegs schon bestimmt, es kann sowohl 
positiv als negativ sein. 

Angenommen es sei A positiv, so ist klar, dass in der Zusammenstellung des Art. 12, 
und zwar in der 

llorizontalreihe (1) . . . . g* = /x° ) 

* , \ t l > PO , I* < 

„ (o) . . . . /X- = /x 1 J 

Denkschriften der mathem.-naturw. CK XX. Bd. Abhaudl. v. Nichtmitgliedern. P 
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zu setzen ist. Jene Tabelle liefert nun sogleich als zugehörend die folgenden unumgänglichen 
Bedingungen: 

/i° < /j x . . . . Änderung von X negativ, 

/T > /j 0 . . . . „ „ X positiv. 


Daraus folgt, dass X von demjenigen Werth, wofür // < /i, bis zu demjenigen, wofür 
/i 0 = /i 1 ist, ab nehmen muss, weil die entsprechende Änderung von X negativ ist. 

Es ist daher J,° der kleinste zulässige Werth der Veränderlichen X. 

In gleicher Weise ergibt sich, dass X von einem der Ungleichheit /i 1 > /z 0 Genüge leisten¬ 
den Werth bis zu demjenigen, wofür fi 1 = /j 0 wird, durch Wachsen gelangt, dass daher A 1 
der grösste aller zulässigen Werthe von X ist. 

Fasst man Alles zusammen, so folgt als Resultat: 

Wenn die Functionen y>°, <p l und A, Y der Bedingungen in I (1) und A m , A w entsprechen, 


und wenn A als positiv angesehen wird, so ist gleiehzeiti. 

P > P 0 

, /i < /r, , /i > /i° 

also: 


c 

A 

jp 

> p° < ih , p 1 > Po 

und: 

A 1 > A° > A 1 > A° 

oder auch: 

S/ 

o 

V 

N, 

V 

s, 

o 

o 

V 

V 

o 


Rücksiehtlich der letzte™ Verwechselung der Zwischenwerthe A° und ä, 1 genügt es, zu 
bemerken, dass für deren Grössenverhältniss keine besondere Bedingung existirt, also die 
beiden angegebenen Verhältnisse gleich möglich sind. Der eigentliche Grund hiefür liegt aber 
darin, dass, hier die Bedingungen: 

Po < Pl > P "'C P 

eine nothwendige Folge des Vorhergehenden sind, an und für sich schon stattfinden und also 
nicht in ihr Gegentheil übergehen können, so dass die diesem Lbergange entsprechenden 
Werthe 

/'•Ol , Al und /i 01 , r 


zwischen den äussersten Grenzen A 1 und A° nicht Vorkommen. 

Da nun diese, in den Voraussetzungen des Art. 1 gegründete Forderung, welche allein 
noch zu beachten wäre, von selbst stattfindet, so kann also in der That von den Zwischen¬ 
grenzen A° 0 , A'j sowohl die eine als die andere die grössere sein. 

Angenommen es sei nun A negativ, so ist nach der Tabelle des Art. 12 in der 

llorizontalreihe (4) . . . . ß* = ß° ) 

' ,. , U < /i„ , p > p 1 

(2) . . . . /i - = /i 1 ) 

zu setzen. Jene Tabelle gibt zugleich als nothwendige Bedingungen: 

// << /i 0 . . . . Änderung von X negativ, 

// > /i, . . . . , ., X positiv. 
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Es muss daher X von demjenigen Werthe, für ■welcher /x° < /x 0 ist, bis zu demjenigen, 
wofür /x° = /i 0 wird, abnehmon, so dass A 0 ° der kleinste zulässige Werth von X ist. 

Dagegen muss X von dem Werthe wofür /x 1 > /x, bis zu jenem, wofür /x l = /x, wird, 
wachsen, wonach also A, 1 als der grösste aller zulässigen Werthe von X erscheint. 

Man sieht hieraus, dass unter den Bedingungen I (l) und A {1 \ A {1) und wenn A negativ 
ist, gleichzeitig: 


also: 
und 

oder auch: 


/i < /lg , fi > /x, , n > /x° , g < /x 1 

g o > th , g° < g 0 > g 1 > gi , g° < g' 

V > V > V > V 

V > V > V > K 


sein muss. Hinsichtlich der Vertauschung der Zwischen werthe A, 0 , )f gilt hier dieselbe 
Bemerkung wie in dem, für das positive Zeichen von A betrachteten Falle. 

Um den Vorgang bei den hier zu treffenden Bestimmungen, welche für alles Folgende 
durchaus massgebend sind, vollständig darlegen zu können, wähle ich noch einen zweiten 
Fall, nämlich denjenigen, welcher der Bedingung 1II (1) des Art. 9 entspricht, und in welchem 
die Relation 7? (l) für /x°, und B ! ~‘ für /x 1 besteht, wofür also nach Art. 9 jederzeit: 

g < g°, g < g 1 

sein muss. 

Auch hier ist die Betrachtung sowohl für das positive als das negative Vorzeichen von A 
durchzufiiln’en. 

Angenommen es sei A positiv, so muss in der Tabelle des Art. 12 und zwar in der 
Horizoutalreihe (2) . . . . u* = u° ) 

CS). . ■ .,<* = /<■ ! " < 

gesetzt werden. Zugleich ergeben sich daraus als nothvvendige Folge der gemachten Annahmen 
die Bedingungen: 

O O 

/i° > /i, . . . . Änderung von A positiv, 

g 1 > gi ■ ■ ■ ■ » » * negativ. 


Der Werth von X, für welchen /i° > /x, ist, muss also wachsen, um denjenigen zu errei¬ 
chen, für welchen /x° = /x, ist. Hiernach erscheint Xf als der grösste aller derjenigen Werthe von 
X, für welche, wie bedungen ist, die Ungleichheit /x° >> /x, nicht in ihr Gegentheil umschlägt. 
In ganz ähnlicher Weise ergibt sich, dass A, 1 der kleinste aller zulässigen Werthe von 

X ist. 

Was nun das Grössenverhältniss der beiden anderen Werthe A 0 °, A 0 ‘ betrifft, so ist das¬ 
selbe hier, im Gegensätze zu den beiden zuerst betrachteten Fällen, kein ganz unbestimmtes, 
sondei’n es muss hier A 0 ° > V sein. Um dies zu zeigen, gehe ich von der Bemerkung aus, 
dass durch die Ungleichheiten 

g < g 0 , g < g° , g> gi > g < g' 
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zwar ausgesprochen ist, es müsse stets/ j 0 > p x bleiben, dass aber keineswegs, wie in den 
früheren Fällen, eine uniiberschreitbare Beziehung zwischen p° und p 1 , wie etwa p° > p 1 oder 
umgekehrt p° <C p 1 vorliegt, dass daher die stets festzuhaltende Voraussetzung, wonach der 
Werth vou A, welcher der Gleichung p° = p 1 Genüge leistet, nicht in das Intervall des grössten 
und kleinsten Werthes (Aj° nnd A, 1 ) fallen darf, erst noch besonders eingeführt werden muss. 
Dies kann aber auf folgende Art geschehen. 

Da jederzeit 

Co d S] 

sein soll und da A, 0 der grösste zulässige Werth von A ist, also das Intervall, welches der so 
eben angeführten Bedingung entspricht, durch die Relation: 

A 0 ° < A < X° 

gegeben ist, und da in ganz gleicher Weise auch 

C 0 < ^ 

sein soll, A, 1 aber der kleinste zulässige Werth von A, folglich das zugehörige Intervall durch 
die Relation 

Ao 1 > A > A, 1 

gegeben ist, so schliesst man mit Sicherheit: Soll die Gleichung A' (Ai/iI)) = A (A /t i) oder also 
jene p° = p 1 für keinen zwischen A t * und A, 0 liegenden Werth von A erfüllt werden, so muss 
nothwendig A 0 ° > A 0 J sein. Ware nämlich A 0 ° < A 0 J , so würden sich die beiden Ungleichheiten 

A, 0 > A > A 0 ° und A 0 * > A > A, 1 

übergreifen, und es Hesse sich dann zwischen A 0 ° und A, 0 ein Werth von A angeben, für welchen 

Co <1 A^, < A (Ai/ll) < 

und ein anderer, ebenfalls zwischen A 0 ° und A 0 ‘ enthalten, für welchen 

Co A' a ,A^ Aj 

sein würde. Es müsste folglich auch einen dritten, zwischen jenen beiden liegenden Werth 
von A geben, für welchen eben : 

A' a „.) = A' Ai/(1) oder also p° = p' 

wäre, was den Voraussetzungen widerspricht. 

Hieraus zieht man das Resultat: 

Für den Fall II1 (1) des Art. 9 und wenn für p°, p 1 resp. die Bedingungen 7> (1) , B [2) statt¬ 
finden, dabei angenommen es sei A positiv, hat man: 

p < p 0 , p < p° , p > /i, , p < p 1 

also: 

/-io > th : ß° > Ih 

und zugleich : 


V > V > V > /,° 


Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 
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Nimmt man A negativ an, so folgt aus Art. 12: 

Horizontalreihe (3) . . . p* = p° also p° > /x 0 , . . . Änderung von A positiv, 

(3). . . p* = p 1 „ p 1 > Po, • • • r A negativ. 

Zugleich folgt, dass der grösste und V der kleinste zulässige Werth von >1 und: 

p > Po , P < Pi • P < P° > P < I 1 ' 

ist. 

Was aber das Grössenverhältniss von V betrifft, so ist dasselbe auch hier nicht ganz 
willkürlich, was sieh auf folgende Art zeigen lässt. 

Da nämlich: 

£o A ; ,o) < c, 

bleiben soll, so muss nothwendig: 

4° > A > A,° 

Da ferner: 

Co < AÄ„, < c, 


so muss: 

V < A < A , 1 

sein. Fiele nun ^j 1 zwischen A a ° und A,°, so müsste es nothwendig zwischen A, 1 und A, 0 einen 
Werth geben, wofür W (A> ^ oder also p° = p 1 würde, was gegen die Voraussetzung 

wäre. 

Alles zusammengefasst hat man also das Resultat, dass bei dem Falle III (1) , R (1) , B ] ‘. 

für A negativ: p > p 0 , p < p° , p <C Pi , P < Ä 

und: 

A 0 ° > Aj° > V > V 


Ich füge schliesslieh noch die folgende Bemerkung bei: 

In allen aus I (1) und II (1) entstehenden Fällen ist entweder die Bedingung p l > p° oder 
jene p 1 <[ p° ohne Weiteres schon vorgeschrieben, so dass man nicht zu besorgen braucht, es 
könnte eine Wurzel ^ 01 der Gleichung p° = p 1 in das Bereich der Werthe A 0 °, A 0 ', A, 0 , A , 1 fallen; 
wesshalb hier eine Vertauschung der zwei, zwischen die äussersten Grenzen fallenden, 
Wcrtho von l stattfinden kann und muss, wenn man alle möglichen Fälle berücksichtigen will. 

Bei den aus 1II (1) und IV (I) entspringenden Fällen jedoch besteht eine solche Bedingung 
p 1 > p° oder p 1 < p° nicht schon von selbst und sie muss daher erst besonders eingeführt 
werden, was auf oben bemerkte Art zu geschehen hat. Hierdurch aber fällt, wie gezeigt 
worden ist, die Vertauschung der beiden Zwischenwerthe der Grenzen weg. 


14 . 

Nach diesen Auseinandersetzungen wird die folgende, der Übersicht wegen in die Form 
einer Tabelle gebrachte Zusammenstellung der auf die Fälle I (1) , II (I) , III (1) , IV (1) sieh bezie¬ 
henden Resultate, welche ieh in extenso anführen zu müssen glaube, keiner weitern Erklä¬ 
rung bedürfen. 
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Fälle 

des 

Art. 9. 

Relation 

d er Y für 

Zei¬ 

chen 

von 

A 

Grenzen 

der 

Veränderlichen 

P 

Unüberschreitbare 

Bedingungen 

Überschreitbare 

Bedingungen 

Grenz werthe 

der 

Veränderlichen X 

Nr. 

P* 

P r 

fi* = fi° 

^ = p> 

fi* = fA> 

11 

X (i) 

A ü) 

A<" 

+ 

ß > ß°, ß < fi> 

ß > ßo> ß<ßl 

ß° < ßi 

>. > v 

(1) 

ß 1 > ßo 

A < V 

(3) 

ß° > ßo 

A < A 0 o 

( 3 ) 

ß 1 > ßi 

A < Aj 1 

(ff 

V > A 0 ° > Aj 1 > AjO 
> Aj 1 > A 0 ° 

1 

A'" 

A {1) 

— 

ß> ß°> ß< ß 1 
ß < ßoi ß > ßl 

ß° < ßo 
A> A 0 » 

(ff 

5- ^ 

A V 

( 2 ) 

ß° > ßi 

A < Aj° 

(2) 

ß 1 > ßo 
A<A ö i 

(ff 

Ad > A 0 i > AjO > ;. Q o 
> Aj» > A 0 i 

0 

B {2) 

ßW 

— 

ß > ß°, ß < ß' 

ß > ßo > ß < ßl 

ß° < ßi 

A < h° 

(1) 

P 1 > /y . 0 

A > V 

(3) 

ß° < ßo 

A < A 0 ° 

(3) 

ß 1 < /ii 

A < Aj 1 

(ff 

Aj° > A 0 ° > Aji > A 0 i 
> A, 1 > A 0 o 

3 

B {2) 

B { 2) 

+ 

P > fi°, fi < fY 

P<Po, p > [J-i 

ß° < ßo 

a < a 0 o 

(ff 

ß 1 > ßi 

A > A,i 

(2) 

ß° < ßi 

A < Aj° 

(2) 

/l 1 < ßo 

A < A 0 > 

(ff 

A 0 ° > A 0 i > Aj° > Aji 

> Aj° > Aq 1 

4 

II<D 

A {2) 

4(2) 


P <P°, P> P 1 

P> PO’ P < Pi 

ß° > ßo 

A > Aq° 

(3) 

ß 1 < ßi 

A < A,i 

(ff 

ß° < ßi 

A < Aj° 

( 1 ) 

/i 1 < /»o 

A < A 0 > 

(3) 

Ad > A 0 > > A,o > V 
> A,o > A 0 i 

5 


A™ 

— 

p < p°, p > p 1 

P < Po: P > Pi 

ß° > ßl 

A > A,o 

(-) 

M 1 < /^o 
A<A 0 i 

(ff 

ß° < ßo 

A < A 0 o 

(ff 

/i> < ßi 

A < Aj 1 

(2) 

A 0 > > A 0 ° > Aji < AjO 
> Aji > A 0 o 

G 

B' 1 ' 

B (i) 

- 

P < P°, P > P 1 

P > Po, P < Pi 

ß° > ßo 

A < A 0 ° 

(3) 

/U < ßi 

A > Aj 1 

fff 

ß° > ßi 

A < A,° 

(ff 

M 1 > ßo 

A < A 0 i 

(3) 

A 0 ° > A 0 i > A,o > V 
> Aj° > V 

7 

7> (J) 

ßi» 


P < P° , P > P 1 

P < PQ: P > Pi 

ß° > ßi 

A < V 

(2) 

ß 1 < ßo 

A > A 0 > 

(ff 

A V 

C o ° 

(ff 

ß 1 > ßi 

A < A t i 

(2) 

A,° > A 0 » > A,i > Aq 1 
> Aj 1 < A # o 

8 

UH 1 » 

A m 

A"> 

— 

ß < ß°, ß < ß 1 
ß <ßo, ß> ßl 

ß° > ßi 

A > Aj° 

(2) 

ß 1 > /ij 

A < A,J 

(2) 

ß° < ßo 

A < A 0 o 

(ff 

ß' > ßo 

A < A 0 < 

(ff 

A, 1 > A 0 1 > A 0 ° > AjO 

0 

A {2 > 

A ( " 

+ 

ß < ß <[ > ß < ß 1 

ß > ßo ■ ß < ßl 

ß° > ßo 

A > A 0 ° 

(3) 

ß 1 > ßo 

A < A 0 i 

(3) 

ß n < ßi 

A < A,o 

( 1 ) 

ß 1 > ßi 

A < Aji 

(ff 

A 0 > > Aji > Aj° > A 0 o 

10 

B {l) 

B {2) 

+ 

p <p°, p < p 1 

p < Po 1 P > Pi 

ß° > ßi 

A < Aj° 

(2) 

ß 1 > /ii 

A > Aj 1 

(2) 

ß° > ßo 

A < A„o 

(ff 

ß 1 < ßo 

A < A 0 « 

(ff 

A,o > A 0 o > V > V 

11 

B { " 

B {2) 

— 

P < fjY, fl < fY 

P > Po- P < Pi 

ß° > ßo 

A < A 0 ° 

(3) 

ß 1 > ßo 

A > V 

(3) 

ß° > ßi 

A < A,° 

(ff 

ß 1 < ßi 

A < Aj 1 

(ff 

A 0 ° > Aj° > A, 1 > A 0 > 

12 

1 V< 1 ) 

A { »» 

4 ( 2 ) 

— 

p > p° > p > p 1 
P < Po, P > Pi 

ß° < ßo 

A > A 0 ° 

(ff 

/l 1 < /i-0 

A < V 

(ff 

/' ° > /'1 

A < Aj° 

(2) 

ß 1 < ßl 

A < Aji 

(2) 

A 0 J > Aj 1 > AjO > A 0 ° 

13 

.4 (1) 

A {2) 

1 

u > p °, fi > fY 

P > Po, P < Pi 

ß° > ßi 
A > A,o 

(1) 

5 

V V 

(1) 

ß° > ßo 

A < A 0 ° 

(3) 

ß' < ßo 

A < A 0 > 

(3) 

A,i > A 0 > > A 0 ° > A,o 

14 

B' 2 ' 

B li) 

+ 

P > P° , P > P 1 

P < Po 1 P > Pi 

ß° < ßo 

A < A 0 ° 

(ff 

P 1 < Po 

X > 

(ff 

ß° < ßi 

A < A,o 

(2) 

ß 1 > ßi 

A < Aj 1 

(2) 

A 0 ° > A,o > A,i > A 0 i 

15 

IG 

B i2) 

B' 1] 

— 

p > p°, p> fY 

P > Po 1 P < Pi 

M° < /»i 

A < Aj 0 

b 

ß 1 < ßl 

A > A,i 

(1) 

ß° < ßo 

A < A„° 

(3) 

ß 1 > ßo 

A < A 0 i 

(3) 

Aj 0 > Aj" > A 0 1 > Aj 1 


Die mit Klammern umgebenen Ziffern (1), (2), (3) bis (8) bezeichnen die Horizontalreihe 
der Tabelle des Art. 12, aus welcher die betreffenden Resultate hergeleitet worden sind. 

Wie man sieht, kommen in dieser Zusammenstellung von den 1. 2. 3. 4. oder 24 mög¬ 
lichen gegenseitigen Stellungen der vier Werthe A 0 # , A 0 J , Z,°, A, 1 nur 12 derselben vor. Man 
kann nach dem Grunde dieser Beschränkung fragen, der sich übrigens leicht einsehen lässt. 
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Einmal dürfen, wie gezeigt wurde, in III (1) und IV (1) die inneren Werthe der X nicht ver¬ 
tauscht Werden, so dass dadurch 4 Combiuationen wegfallen; sodann sind diejenigen Ver¬ 
bindungen, worin 


V 


V 




;[ 1 . ; 0 

A i ? A i 


; o 
A o 


; 0 
A o 


; 0 

A i 


resp. die grössten und kleinsten Werthe darstellen, überhaupt gar nicht zulässig, wodurch 
abermals 4 Combinationen wegfallen. Die weiteren 4 Combiuationen wären nun diejenigen, 
welche in der letzterwähnten durch Versetzung der iuneren Glieder entstehen würden. Es 
sind also in der That 12 solcher Combinationen, in Folge der Bedingungen der Aufgabe, ganz 
unzulässig und desshalb in der Zusammenstellung nicht vorhanden. 

In durchaus analoger Weise kann man nun auch bezüglich der Fälle I x , IIj , III* , IV A 
verfahren und sich die entsprechende Übersicht entwerfen. Man kann sich jedoch dieser Mühe 
durch die Bemerkung entheben, dass für beide Veränderliche X, ji genau dieselben Bedin¬ 
gungen wieder auftreten, so dass es, mit alleiniger Ausnahme der Reihenfolge, blos eine 
Wiederholung des bereits Angeführten wäre, wollte ich auch für die bezeichneten Fälle die 
Zusammenstellung mittheilen. 

Damit man jedoch die Fälle übersichtlich vor sieh habe, in welchen dieselben Bedin¬ 
gungen zum Vorschein kommen, und damit man sieh in jedem einzelnen Falle von deren 
Identität leicht selbst überzeugen könne, füge ich die folgende kleine Tabelle hinzu. 


Zeichen 

von A 

I>ic Grenzbedingungen sind dieselben resp. in den Fällen : 

I (I > und I, 

II (1 > und II, 

irr 1 » un.i iii, 

IV (I > und IV, 

ß° 

ß l 

ß« 

ß' 

ß» 

ß' 

ß° ß l 

ß° | ß' 

ß° ß l 

/*• | /»■ 

ß° | ß' 

± 

A" ] 


A 

A 

A™ 

A < 2 > 

A 


n< 2) 

A'" 

A 

a 2 

A"> 

A i2) 

A 

A 

± 

B {2) 

B {i) 

-B, 

-B, 

B ll) 

B m 

A 

B, 


B i2) 


B, 

B m 

B (1) 

-B, 



15 . 

Von jetzt an fallen, wie man sieht, alle Unterscheidungen weg, welche sich nicht unmittel¬ 
bar auf die 16 Fälle der im vorigen Artikel enthaltenen Zusammenstellung beziehen. Aber 
auch diese Fälle sind keinesweges so verschieden, dass sie sich theilweise nicht schon zum 
Voraus auf einander redueiren Hessen. 

In der That lässt sich ohne Weiteres einsehen, dass jedesmal die zwei Fälle unter sieh 
identisch sind, welche in der bezeichneten Tabelle unter: 

1 und 8 : 2 und 7 ; 3 und 6 ; 4 und 5 

sodann unter: 

9 und 16 ; 10 und 15 ; 11 und 14 ; 12 und 13 

angeführt wurden, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil bei jedem dieser Paare das 
Zeichen von A dasselbe ist, während sowohl /P, /P, /i 0 , zu /z, als auch Xf Xf Xf V zu ein¬ 
ander durchaus die entgegengesetzten Stellungen einnehmen. In Folge dieses Gegensatzes 
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nehmen die entsprechenden doppelten Integrale zweimal das negative Zeichen an, bleiben 
aber gerade darum in jeden Fall identisch dieselben. « 

Hiernach hat man es also nur noch mit acht Fällen und zwar mit I (1) und III (1) , oder 
auch mit II (1) und IV W zu thun. Welches dieser zwei Paare man wählt, ist ganz gleich- 
gütig. 

Die Fälle, welche je einem dieser Paare entsprechen, Hessen sich leicht auf die Hälfte 
reduciren durch eine Bemerkung, welche näher angedeutet zu werden verdient. Ich will dabei 
das Paar I (1) , III (1) in das Auge fassen, dann kann mau sich leicht überzeugen, dass jedesmal 
die Fälle: 

1 und 3 ; 2 und 4 ; 9 und 11 ; 10 und 12 

zu demselben Resultate führen müssen. In jedem dieser letztem Paare hat nämlich A einmal 
das positive und einmal das negative Vorzeichen, während die Bedingungen für /i jedesmal 
genau dieselben sind, so dass in dieser Hinsicht die Doppel-Integrale dieselbe Form erhielten. 
Nun muss man sie aber, wie sich später ergeben wird, immer mit dem negativen Zeichen 
nehmen, wenn A negativ ist. Dieses Zeichen wird aber wieder aufgehoben und daher Alles 
auf den Stand wie für positive A gebracht, weil in den Fällen eines negativen A die Relationen 
zwischen A„°, X 0 \ A, 0 , V durchgehends die umgekehrten von denjenigen sind, welche den 
Fällen für positive A entsprechen. Hiernach reducirt sich also in der That die Anzahl der 
näher zu erörternden Fälle auf vier, als welche man z. B. jene 1, 4, 10, 11 wählen könnte, 
die insgesammt einem positiven A zugehören. Ich werde jedoch von der hierdurch ermög¬ 
lichten Abkürzung keinen Gebrauch machen, einmal um thatsächlich die der Sache nach 
bestehende Übereinstimmung aller in l (I) und III (l) enthaltenen Fälle, und zwar nicht nur wenn 
A.positiv, sondern auch wenn es negativ ist, zu zeigen; sodann aber auch um alle 12 Formeln 
ausführlich vor sich zu haben, welche den 12 zwischen A o 0 , A# 1 , A, 0 , A, 1 möglichen Grössenver¬ 
hältnissen (Art. 14) entsprechen. Ich bemerke hierbei noch, dass durch das Hinzukommen 
von 6 weiteren Gleichungen der Kürze kein Eintrag geschieht, indem dieselben in der für 
den spätem Gebrauch zweckmässigeren Darstellungsart des Doppelintegrals erscheinen, und 
also ohnehin durch Umformungen abgeleitet werden müssten, wenn solches nicht schon hier 
geschehen wäre. Alle sich ergebenden Endresultate werde ich jedesmal auf einander zurück¬ 
zuführen suchen, um einen Schluss auf die wesentliche Übereinstimmung aller dieser Resul¬ 
tate unter sich ziehen zu können. 

Im Hinblicke auf die zahlreichen Reductionen, welche in diesem und dem vorigen Artikel 
stattfanden, wird kaum die Vermuthung entstehen, als hätte sich die Betrachtung auf Um¬ 
wegen bewegt. Denn cs unterliegt wohl keinem Zweifel, dass alle denkbaren Fälle nicht nur 
im Allgemeinen bezeichnet, sondern so ausführlich dargelegt werden mussten, um mit Sicher¬ 
heit erkennen zu können , in wiefern sie sieh auf einander zurückführen lassen und welches 
die Hauptfälle sind, womit das Weitere sich beschäftigen soll. 


16 . 


Die nähere Untersuchung der Fälle, auf welche so eben alle übrigen zurückgeführt 
worden sind, leitet nun direct zur Lösung der ursprünglich gestellten Frage. 
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Nur eine kurze Bemerkung möge vorausgehen. Durch Einführung der neuen Veränder¬ 
lichen L p an Stelle der alten x , y geht das gegebene Differential f (er, y ) dx dy bekanntlich 
über in: 

(dX d Y dX dY\ r , T ^- 7 . , 

wobei, wie zuerst Euler a. a. 0. gezeigt hat, dasjenige Zeichen zu wählen ist, für welches 
der Faetor 

+ fdX dY dX (ir, x 

k dfi dX dX dfi ) 

positiv wird. Diese Zeichenbestimmung sollte seheinbar dem speciellen Falle Vorbehalten 
bleiben, und bildet offenbar den schwierigem Theil der Frage, ohne dessen Erledigung an 
eine allgemeine Lösung derselben nicht zu denken war. Durch das Vorhergehende ist nun 
diese Zeichenbestimmung in die engste Verbindung mit den Grenzen des Integrals, resp. mit 
den Grössenverhältnissen der Wurzeln gewisser Gleichungen gebracht und zwar ist das trans- 
formirte Differential für ein an sieh positives A, also in den Fällen 1, 4, 5, S zu setzen 
= + y*(A, Y ) . A dX dg. Wenn dagegen A an sieh negativ ist, also in den Fällen 2, 3, 6, 7. 
so ist jenes Differential zu nehmen = — f (X, Y ) . A dX dg. 

Dies vorausgesetzt beginne ieh nun mit dem ersten Falle des Art. 14, für welchen, 
bezüglich der Veränderlichen p die Bedingungen: 

l* > p° , p < p 1 . p > p 0 . p < /i, 

gegeben sind. — Vor Allem ist nun klar, dass diesen Bedingungen im Ganzen auf die folgen¬ 
den vier Arten Genüge geschehen kann, nämlieh 


l*o < /*° < I* < Pi < I* 1 • • 

1*0 < I* 0 < I* < /*' < 1*1 • • 

P° < Po < P < p l < Pi . . 

f *° < 1*0 < !* < 1*1 < I * 1 • • 

Hierzu kommen noch die weiteren Bedingungen: 


oder aber 


V > V > V > V 


V > v > V 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

■(*) 

(9 


(!') 

(-t 1 ) 

(3 1 ) 

( 2 1 ) 


(?) 


Angenommen nun die erstere (l) finde statt, so leuchtet ein, dass man, um die Gesammt- 
heit aller Werthe von X und p zu erschöpfen, welche zulässig sind, so lange die Ungleich¬ 
heiten (1) unverändert bleiben, die Veränderliche p nur diejenigen Werthe annehmen lassen 
darf, welehe zwischen p° und p 1 liegen. 

Was nun aber die Gesammtheit der zulässigen Werthe von X betrifft, so muss man 
bemerken, dass die Bedingung p° < //, nur so lange stattfindet, als X grösser ist, als der 
kleinste aller, derselben noch entsprechenden Werthe, nämlieh grösser als ^,°, dass man aber 
von diesem Werthe an, die Veränderliche X nur so weit wachsen lassen darf, als in den 
übrigen Gliedern von (1), also in den Beziehungen: 


1*0 < f 


Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 


I*i < /*' 


<1 
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keine Änderung eintritt. Die erste derselben geht aber schon in ihr Gegentheil über (und 
zwar früher als die zweite) wenn X den auf X? zunächst folgenden Werth A, 1 erreicht. 

Sämmtliche Werthe von X und /z, welche den Bedingungen (1) entsprechen, sind daher 
durch die Grenzen-Intervallc des Integrals : 

v 

( 1 ) =/ d>, jf(X , Y) a d ß 

A,° /z» 

dargestellt, und erst von dem Wertlie X — X^ an nehmen die Bedingungen (1) die Gestalt 
derjenigen in (2) an, welche hinwieder so lange unverändert bestehen, als sich X von A* bis 
^ 0 ° wachsend bewegt. — Da hierbei die Ungleichheit /x 0 << /ä x nicht in ihr Gegentheil ver¬ 
kehrt wird, indem die Gleichung /x 0 = /i x vermöge früherer Voraussetzungen innerhalb des 
bezeichneten Intervalls keine Wurzel besitzt, so ist klar, dass der ganze Umfang der von der 
Bedingung (2) eingeräumten Werthe von X und [x dargestellt wird durch die Intervalle der 
Grenzen des Integrals 

V 

( 2 ) = J dl Jf(X, Y) . a dp 

V t* 

Lässt man sofort X den Werth A 0 ° wachsend überschreiten, so geht die Bedingung (2) in 
jene (3) über, und es bleibt darin so lange /z 0 < /z 1 , als X seinen grössten Werth A 0 3 nicht über¬ 
schritten hat. Hiernach erschöpfen die Grenzen des Integrals: 

V ß' 

(3) = J dl y f (.Y, Y) a d[i 

alle in (3) zulässigen Werthe der Veränderlichen X und /z. 

Es entsteht nun allein die Frage, ob man auch den Bedingungen in (4) noch Genüge 
leisten könne, ohne mit den zu Grunde liegenden Voraussetzungen in Widerspruch zu gerathen. 
Dass dies in der Tliat unmöglich ist, davon kann man sich auf verschiedene Arten, sehr 
einfach aber wie folgt, überzeugen: 

Aus dem hier vorliegenden ersten Falle der Tabelle des Art. 14 geht nämlich hervor, 

dass 


p-o < JJL° für X < / 0 ° 

und 

!h > P l für X > /,' 

Nun steht aber sowohl die erste als die letzte Ungleichheit, wie man sieht, mit (4) in 
directem Widerspruche. Wenn aber X nicht kleiner als X 0 ° und nicht grösser als z, 1 sein darf, 
so lässt die Bedingung (/), nämlich: 


V > V > V > 


auch nicht den geringsten Raum für einen Werth, geschweige denn für ein Intervall von 
Werthen der Variabein X übrig. Daraus folgt, dass die Bedingungen (4) sich unter den beste¬ 
henden Voraussetzungen nicht erfüllen lassen, und dass daher die Integrale (1), (2), (3) 
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zusammen alle zulässigen Werthe von A, p erschöpfen und das gegebene doppelte Integral 
darstellen. 

Hieraus folgt also: Wenn V >■ ^ 0 ° > // > so ist: 

Ci 

f dx ff (*> v ) ch J = 

fo »>•(*) 

V ß, V ß' h' ß' 

j dk jf(X, Y) 4 d,i + J dk jf(X, Y) 4 dp. + j dk Jf (X. Y) 4 dp .(I) 

A,° /x° A , 1 /x° A 0 ° /t° 

Es bleibt noch der Fall zu erörtern, in welchem die Grenzwerthe von X die Stellung in 
(?) zu einander haben. Zu dem Ende denke man sich die Ungleichheiten bezüglich p in der 
schon oben angedeuteten Ordnung (l 1 ), (2 1 ), (3 1 ), (4 1 ) angeschrieben, so wird man durch ein 
ganz ähnliches Raisonnement wie oben finden: 

A 0 ° !H A , 1 p. t A 0 ’ pS 

(!') =/<’>■ //(X 7) 4 dp; (2‘) = fdk j/(X. Y ) 4 dp ; (3 1 ) = / dk jf (X, Y)±dp 

V ß" X° ft V ft 

Den Ungleichheiten (4 1 ) vermag auch hier kein Werth von X Genüge zu thun. In der 
That folgt aus der Tabelle des Art. 15, dass für: 

p 1 < /i, nothwendig X > A, 1 

und für 

/4> < f n A < A d u 

Nun soll aber vermöge (?) gleichzeitig auch noch: 

V > A, 1 > A 0 ° > A,° 

sein; man sieht also, dass es absurd wäre, unter diesen nach allen Richtungen sich wider¬ 
sprechenden Anforderungen einen Werth von X angeben zu wollen. Es finden somit auch in 
dem vorliegenden Falle nur drei Theilintegrale statt, und zwar ergibt sieh: 

Wenn >- A, 1 > A 0 ° > A,° so ist: 


ci <?K x ) 



$0 <?°( x ) 


A 0 ° /i, A , 1 /i, Aq 1 /D 

/ <ZA Jf(X, Y) A dp + J r?A //(X, F; A dp + f dX jf{X. Y) A dp . . 

A,° /t° A„° /(o A,» /to 


(H) 


Die Resultate (I) und (II) lassen sich durch eine einfache Verwandlung auf einander 
zurückführen. In der That, addirt man zum ersten und dritten Gliede der zuletzt erhaltenen 
Gleichung resp. die Integrale: 


V th V 

fdkj f(X, Y) 4 dp , J dk f/( X, Y) 4 dp 

V V ^ 
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und zieht die Summe beider vom zweiten Gliede wieder ab, so erhält man, wie eine leichte 
Rechnung zeigt, die zuerst gefundene Gleichung wieder. Daraus folgt also, dass zwischen 
den beiden Ergebnissen so lange kein wesentlicher Unterschied besteht, als die addirten und 
wieder subtrahirten Integrale nicht unbestimmt sind. 


17. 

Betrachtet man in gleicher Weise den zweiten Fall der Tabelle des Art. 14, welcher 
auf den Bedingungen: 

I* > / , n < /*’ , n < />■„ , n > /i, 

beruht, so zeigt sich auf der Stelle, dass die Veränderliche ji auch hier wieder auf vier Arten 
jenen Forderungen Genüge leisten könne, nämlich: 

l*i < l*° < /* < tA < l*' • • • • (!) > ( v ) 

l* a < Ih <1* < 1h < !*' • • • • (2) , (4 1 ) 

/*" < l*i <!* < !*' < !*» - • • • (3) , (3 1 ) 

l*i < I*" < l* < !*' <l*o • • • • ( 4 ) » ( 21 ) 

Hierzu kommen noch die weiteren Bedingungen aus Art. 14: 

V < V < V < Ä,° . • • (i) 

oder aber: 

V < x° < v < v. (1‘) 

und ferner: A an sich negativ, also — /(X, Y) A dXd/i das neue Differential. 

Ich werde zunächst wieder die Relation (Z) als bestehend voraussetzen. 

In der Bedingung (1) darf ji alle zwischen /i° und /x 0 liegenden Werthe annehmen, und X 
ein Intervall von Werthen durchlaufen, für welches in der Stellung der Glieder in (1) keinerlei 
Änderung eintritt. Nun bleibt /j° < /i 0 nur so lange, als X > A 0 °, un4 t*i <(*° nur so lange, 
als noch X < V, wie dies aus Art. 14 hervorgeht. Folglich darf X blos das Intervall A 0 ° bis 
A,° durchlaufen, und man hat: 

^ 1 ° P'Q 

(1) = -J dk jf(X, Y) . A (Iß 

V f * 

für X = Xj° geht die Bedingung (1) in (2) über, und man findet durch das ähnliche Raisonne- 
ment: 

V ft> 

(2) = —J X, 1’) . A dß 

V 

Für X = V geht sofort (2) in (3) über und man erhält: 

V /** 

(3) = - f dlJf{X, Y) A dß 

V v-i 
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Auch hier kann der Bedingung in (4) nicht Genüge gethan werden. Denn, wie aus der 
Tabelle des Art. 14 hervorgeht, ist: 

g 0 > g\ so lange X > Xf 

/»,</, » •; A < Ä° 

Wenn aber hiernach X einmal grösser als XJ und zugleich wieder kleiner als sein 
soll, so kann ihm gemäss (Z) gar kein Werth angewiesen werden. — Das Integral besteht 
also nur aus den obigen drei Theilcn, so dass für: V > X,, 1 > A,° > ist: 





f di f /(A\ Y) 4 d,i + Jdi f /( X, Y) 4 ,1,1 + j,H j /(X Y) 4 dji .(III) 

V To V To V T' 

Addirt man zum ersten und dritten Gliede resp. die Integrale: 

V To V 

fcU [/(X. Y ) 4 ,l,i , j dij/(X, Y) 4 ,l,i 

V Ti V Tt 

und zieht deren Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so ei’hält man, wie eine leichte 
Rechnung zeigt, genau die Gleichung (II). 

Legt man die Bedingungen (Z 1 ) zu Grunde, und betrachtet die Ungleichheiten bezüglich 
der Veränderlichen g in der oben bereits angedeuteten Ordnung (l 1 ), (2 1 ), (3 1 ), (4 1 ), so wird 
man durch eine ganz analoge Betrachtung finden, dass: 

V p° v p" V p, 

(1') = f di jf(X, Y) 4 dm (2') = J ,h Jf(X, Y) 4 d,v, (3') =J<liJf(X , Y) 4 d,i. 

V Po V P 1 V P' 

Man wird ferner finden, dass (4 1 ) auch in diesem Falle nicht befriedigt werden kann, 
und zwar darum, weil nach Art. 14 

/i 0 < g 1 , wenn X < V 

und 

// «< g v wenn X >* X° 

Wenn aber X gleichzeitig grösser als X t ° und kleiner als XJ sein soll, so lassen die For¬ 
derungen in (Z 1 ) keinen Spielraum für irgend einen Werth von X übrig. Es entspricht daher 
diesem Falle kein Integral, und man hat das Resultat: 

Wenn X' > > Xq 1 > X 0 ° so ist: 


fi ?'(*) 



fo ?•(*) 


v p» V p° W P i 

fdX ff (X, Y) A d,i + f dX ff (X, Y) A dg + J dx ff (X Y) A dg . 
\° Po ‘v V w p 1 


(IV) 
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Diese Gleichung lässt sich sogleich auf die oben erhaltene (III) zurückführen. Addirt 
man nämlich zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale: 


f d>.jf{X, Y) A dp. 

V Po 


V Pi 


, j'dxj'f (X, Y) A dp 

V pt 


und zieht deren Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so findet man genau die Gleichung 
(III) wieder. 


18 . 


Ich komme zu dem unter Nr. 3 angeführten Falle des Art. 14, für welchen die Bedin¬ 
gungen bezüglich fi bestehen; 

/i > /i n , fl < p 1 , fi > fi 0 , ß < fh 

denen man, im Allgemeinen auf die folgenden vier Arten genügen kann: 

H° < fi 0 < fi < fi 1 < fr . . . . (1) , (l 1 ) 

lA <fi 0 < fi < fi, < fi 1 . . . . (2) , (4 1 ) 

Po < fi° < fi < fr < fi 1 . . . . (3) , (3 1 ) 

fi 0 < /i° < /i < fi 1 < fi, . . . . (4) , (2 1 ) 

wozu für X noch die weiteren Bedingungen: 

Ai° > V > V > V . . (0 

oder auch: 

V > V > V > V.(?) 

kommen, und wobei A an sich negativ ist. 

Angenommen es finde die Bedingung (l) statt, so darf /i in (1) das Intervall von fi 0 bis 
fi 1 , dagegen X nur jenes von V bis A/ durchlaufen, weil nach Art. 14 nur dann /i 0 <Cfi l , so 
lange X > V, und // < /i,, so lange X <C V ist. 

Man hat daher: 

V p x 

(1) =-f dkjf(X, Y) A dp 

V Po 

Für X > A, 1 geht also (1) in (2) über und erhält man: 

V Pi 

(2) = - f dxf/(X, Y) A dp 

V Po 

Wenn X > A 0 Ü so geht (2) in (3) über und es bleibt (3) unverändert, so lange X < A,°, 
weil dann nach Art. 14 immer noch ji° «< /*, bleibt. Es ist also: 

V p' 

(3) = -Jdxjf(X, Y) A dp 

V ,t" 
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Was nun die Bedingung (4) betrifft, so kann ihr hier kein Genüge geschehen. Denn 
nach Art. 14 ist 


und 


X > V wenn /z 0 <C /z" 
X < Xf wenn /z 1 <; /z t 


Das gleichzeitige Bestehen dieser Eingrenzung von X, ruit der Voraussetzung (l) zu¬ 
sammengehalten, lässt auf der Stelle erkennen, dass sich kein X angeben lässt, welches (4) 
genügt. 

Wenn also: )f > > Xf > Xf, so ist: 


9 % ( x ) 


J dx jf (*> y) d v = 

?«(*) 

V ft ^ V 

f dlff IX, Y) A c7/t + /■ d).jf(X, Y) A d,i + f dlff(X, Y) A <$. 


z,' ;‘o 


z.° /t» 


(V) 


z« 1 /»• 


Z» 0 ft 


Auch diese Gleichung stimmt dem Wesen nach mit allen vorhergehenden überein. Um 
sich davon auf einfache Art zu überzeugen, addire man resp. zum ersten und dritten Gliedc 
die Integrale: 


V ft 

j dif f (X, Y) A djL 

V /* 0 


V IM 

, f dl ff( X, Y) A d,i 

z» 0 ft 


und ziehe ihre Summe vom zweiten Gliedc ab, so wird man unmittelbar zur Gleiehung (III) 
gelangen. 

Es ist nun noch der Fall zu betrachten, in welchem die Voraussetzung (l 1 ) stattfindet. 
Man betrachte die Bedingungen für /z in der oben schon angedeuteten Aufeinanderfolge (l 1 ), 
(2 1 ), (3 1 ), (4 1 ) so wird man finden, dass (l 1 ) nur so lange unverändert bleibt, als /z zwischen 
jIq und /z' sieh bewegt, und X > X 0 ’ und X < X u ° bleibt, weil nach Art. 14 nur dann /z° *< /z 0 , 
/z 0 < /z 1 ist. Somit erhält man: 

V ft' 

(1‘) = -/rfZ ff(X, Y) A <//j 

V /‘o 


Für /I = A 0 ° geht (l 1 ) in (2 1 ) über und behält die letztere Form so lange sich /z zwischen /z° 
und /z 1 , und so lange sich X zwischen X 0 ° und V bewegt, weil dann nach Art. 14 beständig 
/z 0 -< /z° und /z 1 < /z, bleibt. Es ist daher 

z,' ft 

(2‘) = —f diff(X, Y) A d,x 

V ft° 


Wenn sofort A den Werth A, 1 überschreitet, so geht (2 1 ) in (o 1 ) über, und man findet hier¬ 
für durch dasselbe Baisonnement: 


Z,° ft 

(3') = - f dl ff (X, Y) A <7,, 
z,’ 
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Den Bedingungen (4 1 ) kann auch hier nicht entsprochen werden, denn nach Art. 14 muss: 

X < V , wenn /x° < /j 0 

und 

/l > Ai 1 , wenn /z, «< /x 1 

sein soll. Diese Anforderungen, verglichen mit (l l ) lassen aber keinen Werth für X zu. Hier¬ 
aus folgt nun das Resultat: 

Wenn Xf >> Xf >• > Xf so ist: 


e. r' (*) 



fo f“ W 


A.° /<„ A,< /t« A.« 

/* ^F) A dp. + f dX ff (X, F) A d,x + J dX f f {X, Y) A d,x 

A 0 ' ß' Aq° /t 1 A,i 

Addirt man zum ersten und dritten Gliedc resp. die Integrale: 


.(VI) 


A,< /<0 A,i 

f <« // (X, r) A 4. , fdljf (X, y) A 4» 

* Ao° M* 'a 0 ° /<! 

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so ergibt sich genau die Gleichung (V). 


19. 

Für den vierten Fall des Art. 14 bestehen die Bedingungen: 

ß > ß° , ß < ß' , ß < /i 0 J ß > ßl 

welchen auf die vier verschiedenen Arten: 

ß 6 < ßl < ß < f < ßo • • • • (1) , (1‘) 

ßi < A»° < ß < ß 1 < ßo • • • • (2) , (4 1 ) 

ßi < ß° < ß < ßo < ß' • • • • (3) , (3 1 ) 

/F <ßi <ß <ßo <ß' ■ ■ ■ ■ (4) , (2 1 ) 

entsprochen werden kann, und wozu die weitere Bedingung: 

V > V > V > V • • - (0 

oder aber: 

V > V > V > V.(?) 

kommt, und wobei A an sieh positiv ist. 

Wird zunächst (t) vorausgesetzt, so kann in (1) die Veränderliche /z alle zwischen /x, 
und /x 1 liegenden Werthe annehmen, und da stets /x, < /z 1 und /x° < /x, bleiben soll, was nach 
Art. 14 nur so lange der Fall ist, als gleichzeitig ^ > l, 1 und X < bleibt, so hat man 
offenbar: 

V /*' 

(1) = f dl ff (A\ Y) A d,, 
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Auf ähnliche Weise ergibt sich dass: 

V V n 

(2) =fdxjf (X, V) A dp. ; (3 )=Jdi. ff (X, Y) A dp 

>;" /«• V V 

Die Bedingungen (4) lassen sich auch hier nicht verwirklichen; denn nach Art. 14 muss 

A > V , wenn fx 0 < /x 1 
A •< A,° , wenn /i° < /t, 

sein soll. 

Da aber diese Eingrenzung von A mit ( l ) gleichzeitig nicht bestehen kann, so rechtfertigt 
sich die obige Behauptung von selbst. 

Wenn also: A 0 ° >> ?- 0 1 A,° > A, 1 so ist: 

fi f ! M 

f cJx f f ( x > y ) = 


noth wendig: 


und 


? .°(x) 


>.,» /t* 


V tD 


V /A) 


(VII) 


/"<M //(X, Y) A rf/< + |<M ff(X, Yj A dp +fdif. /(X, V) A . . . . 

V /*, V /«° V 

Addirt man resp. zum ersten und dritten Glied die Integrale: 

ft 0 >.„« 

/<«// (-x, r) a ^ , f di. ff (x, ri a 

V /*< V 

und zieht alsdann die Summe beider vom zweiten Gliede wieder ab, so erhält man die 
Gleichung (VI). 

Wird die Relation (y 1 ) zu Grunde gelegt, so wird man durch ein Raisonnement, welches 
dem bisherigen durchaus analog ist und darum nicht näher ausgeführt zu werden braucht, 
erhalten: 

V /»' V .% V 

(!')=/ di. f/(X, Y) A dp ; (2') = f di. ff { X, Y, A dp ; (3') = f di. f > (X }’) A dp 


A,o *4" 


V r tj V 

Bezüglich der Bedingung (4 1 ) müsste nach Art. 14: 

A > A,° . wenn /x, •< // 

und 

A < A 0 ' , wenn /x 1 < /i„ 

sein sollte, was mit (y 1 ) im Widerspruch steht, es bietet also (4 1 ) keine Lösung dar. Wenn 
daher A„° >> A, # >> A„' > A, 1 so ist: 

C) W 

/ dx ff (*» V) (h J = 


Cu V'° (') 


V 


V N 


Pa 


Jett f/(X, Y) A et,x + I* ett J f ( A, y) A d,x 4- fett j f (X, Y) A d/x . . . . (VIII) 


V /^i V 

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XX. Bd. AbhandL v. Nichtmitgliedern. 
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Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale: 

V ii 1 V ih 

J dlff (X, 3 r ) 4 dft , jdljf (X, Y) 4 d/j. 

V Ih V P" 

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so wird man die vorige Gleichung 
(VII) wieder finden. 


20. 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen sind alle zu I (1) des Art. 14 gehörenden Fälle 
erledigt, und nicht nur die entsprechenden Transformationsformelu hergestellt, sondern suc- 
eessive auch auf einander zurückgeführt oder als wesentlich unter sich übereinstimmend 
erkannt worden. Dieselbe Aufgabe bleibt nun zur Vollendung des BcAveises für die in III (I) 
enthaltenen Fälle zu lösen iiberig. Ich werde mich nunmehr mit derselben beschäftigen. 

Der erste jener Fälle ist Nr. 9 der Tabelle in Art. 14, für welchen die Bedingungen 
bestehen: 

ß < /x° , n < /i 1 , /i < /ip , > th 

denen im Allgemeinen auf die folgenden sechs Arten Genüge geschehen kann: 


ßi <ß< ß° < ßo < ß' .C 1 ) 

lh <ß< ßo < ß° <ß' .( 2 ) 

ß, < ß < /A, < ß l < ß" .(3) 

ß, < ß < ß 1 < ßo < ß" .(4) 

* <ß< ß' < ß" <ß .(3) 

ß\ < ß < ß" < ß' < ßo .(6) 

Hierzu kommt noch, dass: 

A‘i > V > V > V.(0 

und A an sich negativ ist. 


Mit Rücksicht auf diese und die iiberigen in Art. 14 gegebenen Bedingungen lässt sich 
leicht einsehen, dass die Fälle (5) und (6) als unzulässig ausgeschlossen werden müssen. 
Denn darnach ist: 

X > XJ , wenn /x 1 < /x u wie in (5) gefordert Avird, 

und 

X < X 0 U , wenn /x° < /i 0 wie in (6) gefordert wird. 

Da nun /x 1 ßo und ß° < ß 0 gemeinschaftliche Bedingungen von (5) und (6) sind, so 
genügt es, zu untersuchen, ob es Werthe von X gibt, welche jenen beiden Anforderungen und 
zugleich jener (l) genügen können. Aus X > und X < X 0 ° folgt aber ^ 0 ° > A,, 1 und diese 
Forderung steht mit (l) im Widerspruch: folglich kann weder (5) noch (6) entsprochen werden. 

Um nun den Umfang der Werthe von X und /x zu bestimmen, für welchen die Bedin¬ 
gungen (1) unverändert dieselben bleiben, bemerke man zunächst, dass fi alle Werthe durch¬ 
laufen darf, Avelche zAvisehen /x, und /x° liegen, dass aber, damit in der That /x, < /x° sei, nach 
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Art. 14 noth wendig A > A,° vorausgesetzt werden müsse. Da also A,° die unterste Grenze von 
X. so ergibt sieb eben so aus (l) dass, wenn X den nächst grossem Werth A 0 ° erreicht, die Un¬ 
gleichheit p° <T p 0 in ihr Gegentheil übergeht, weil eben nach Art. 14: 

p° > Po wird , wenn X > X 0 ° ist. 


Daraus ergibt sieh ohne Weiteres, dass das Bereich aller durch die Bedingungen in (1) 
eingeräumten Werthe von X und p durch die Grenzen-Intervalle des Integrals 

V 

(1) — — f di [f(X, 1’, d d, t 

V l‘ i 

erschöpft werden. 

Bei X = A 0 ° gehen die Ungleichheiten (1) in jene (2) über. Da hierbei p beständig 
zwischen die Grenzen p i und p 0 eingeschlossen bleibt, also niemals den Werth erreichen kann, 
welchen p° und p 1 annehmen, wenn sie einander gleich -werden (wobei es übrigens ganz 
gleichgiltig bleibt, von welcher Beschaffenheit der entsprechende Werth A 01 sein möge) so 
darf man X bis A 01 wachsen (oder nöthigenfalls abnehmen) lassen, indem dann niemals der 
Fall eintritt, dass X und p gleichzeitig die der Gleichung p° = p 1 entsprechenden Werthe im 
Bereich der Integration annehmen. 

Hieraus folgt, dass die Gesammtheit der Werthe von X und p , welche den Bedingungen 
in (2) Genüge leisten, in den Grenzen des Integrals: 

>•“' ft, 

(2 ) = -fdxff(X, Y) A dp 

V ft 

vollständig enthalten ist. 

Bei dem Werthe X = X 01 angelangt, geht (2) in (3) über und behält diese Form bis 
X = A 0 ‘ wird. Es ist daher: 


V /<0 

(3) = -fdxjf(x , rj d d ß 

Von X =s A 0 ‘ an geht sofort (8) in (4) über und behält diese Form bis X — A 1 , geworden 
ist. Man hat also: 


V /»' 

(4) = -J di f/(X, Y) d du. 

V /»i 

Nimmt man nun alle diese Auflösungen zusammen, und bemerkt, dass die Integrale (2) 
und (3) in ein einziges sich verwandeln lassen und dass bei dieser Gelegenheit A 01 daraus ver¬ 
schwindet, so ergibt sieh: 

Wenn A, 1 > A 0 ‘ > A 0 ° > A,° so ist: 

f. v'(*) 

J 'dx ff y ) dy = 

fo >(*) 

V ft K' ft V ft 

f dx ff(X , Y) A dp r f dx f f {X, Y) A dp + j dX J'f(X, Y ) A dp 
*v V v ft, > 


(IX) 
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Addirt man zum ersten Glied dieser Gleichung das Integral: 

V ft> 

f dlj/{X, Y) A d,, 

A° /t, 

und zieht es vom zweiten Gliede wieder ab, so wird man nach einer einfachen Reduction die 
Gleichung (VIII) wieder finden. 


21 . 


In gleicher Weise ist nun der Fall Nr. 10 der Tabelle des Art. 14 zu betrachten, wofür 
die Bedingungen bestehen: 

ß < /z° , /i < n 1 , n > /i,, . /i < /i, 

welchen, im Allgemeinen, auf die folgenden sechs Arten entsprochen werden kann: 

ß o <ß < ß° <ß i < /T . . . . (1) 

/^o < ß < ßi <ß° <ß l . . . . (2) 

/A> < ß < /A <ß l <ß° ■ • • • (3) 

/A) <ß < ß 1 <ßi <ß° . . . . (4) 

/A) <ß <ß° <ß' <ßi ■ • • • (5) 

/A> < ß < ß l <ß u <ßi • • • . (6) 

wozu die weitere Bedingung kommt, dass 

V > V > 1/ > x 0 °... . (I) 

und A an sich positiv sei. — Ich werde vor Allem nachweisen, dass die Fälle (5) und (6) 
auch hier ausgeschlossen werden müssen. Denn es ist nach Art. 14: 

A <C A,° wenn /i° < /z, 

und 

A > A/ wenn /z 1 <; /z, 

Da nun sowohl in (5) als in (6) gleichzeitig /z° < /z, und /z 1 < /z, sein soll, so sieht man, 
dass A weder im Intervall von A 0 ° bis A 0 * noch ausserhalb desselben einen Werth erhalten kann, 
welcher allen Anforderungen, worunter insbesondere (l) gehört, entspricht: hierdurch ist 
aber die Behauptung gerechtfertigt. 

Die Ungleichheiten in (1) bleiben nun so lange dieselben, als /z zwischen /z 0 und /z° ein¬ 
geschlossen bleibt. Zugleich aber muss nach Art. 14 nothwendig A > A„° sein, damit wirklich 
/z 0 <C ß° bleiben kann, und ebenso nothwendig muss A < A, # bleiben, damit stets /z° <C ßi 
bleibe, weil diese Ungleichheit für A = A,° in ihr Gegentheil übergeht, indem 

ßi < ß° wird, wem A > A, 0 
ist. Daraus ergibt sich ohne Weiteres, dass man habe: 

(i) /(x r) a d 

V P 0 
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Für (2) findet man durch ein Raisonnement, welches dem entsprechenden im vorigen 
Art. durchaus analog ist: 

A» 1 /*, 

(2) = j dl Jf (X, Y) 4 dp 

ft 

Bei dem Werthe X = X 01 angelangt, geht (2) in (3) über und behält dieselbe Form bis 
X = A, 1 wird. Es ist daher: 

V ft 

(3) = f dl ff (X, Y) 4 d,L 

Von X — V an geht (3) in (4) über und behält diese Form bis X = X^ 1 geworden ist. 
Man hat also: 

V />' 

(4) = fdlff [X. Y)\d,i 

V ft 

Nimmt man alle diese Integrale zusammen, und bemerkt, dass bei der Vereinigung von 
(2) und (3) der Grenzwerth X 01 ganz verschwindet, so wird man haben: 

Wenn Xf > Xf > ^,° > ^ 0 °, so ist: 

Ci k'W 

j dx Jf & y) (] y = 


CO V°( x ) 


A t ° 


V Hi 


V !*■' 


JdxJf (X, Y) A dp 4- jdxjf {X, Y) A dp + jdxjf (.X , Y) A dp 

V !h V ! l 0 V /<o 

Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale: 

^i° /*o V 


(X) 


j dl j f (X, Y) 4 dp. , f dl J f (X, Y) 4 d,, 

V V /<| 

und zieht ihre Summe vom zweiten Glied ab, so ergibt sich die Gleichung (IX) wieder. 


22 . 

Den Bedingungen: 

p < /i° , p < p 1 , p < /i 0 , p > /j 0 

des unter Nr. 11 im Art. 14 angeführten Falles kann man im Allgemeinen ebenfalls auf 
sechs verschiedene Arten genügen, nämlich: 

P i <d< f < /A> < /••••(1) 

/b <P < Po <p' <P° • • • • (2) 

/b <p <p o < /i° < /i 1 • • • • (3) 

/b < P < P° < Po < P 1 • • • • (4) 

Pi <P< / <p l <P o • • • • (5) 

/b <p <p l < ju° </b .... (6) 
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wobei noch 

A,° > A 0 ° > V > V . . . . (I) 

und A an sich positiv ist. 

Vor Allem bemerke man, dass auch hier die Fälle (5) und (6) als unstatthaft aus¬ 
geschlossen werden müssen. Denn es ist nach Art. 14: 


und 


A > A 0 ° , wenn /x° < /i 0 
A < V , wenn y 1 < /i 0 


Da aber diese Forderungen gleichzeitig erfüllt werden müssten, so müsste auch 
V < V sein, während die Bedingung ( l ) fordert, dass A 0 # > A,, 1 sei. Daraus sieht man, dass 
es gar nicht möglich ist, den Bedingungen (5) und (6) und gleichzeitig den iiberigen For¬ 
derungen zu genügen. 

Für die iiberigen vier Ungleichheiten findet man auf ganz ähnlichem Wege, wie er nun 
wiederholt bezeichnet worden ist, dass: 


V /*' 

(1) =Jdk [f(X. 3-) 4 rfju 

A « 1 M. 

V Mo 

(3) = f dlf/tX, Y) 4 <$. 


(2) = f dA Jf (.X, 7) A dy 

V Ml 

V M° 

(4 )=JdiJf(X, Y) 4 <2/i 

V Mi 


Durch die Vereinigung dieser Integrale fällt 
erhält das Resultat: 


die Zwischengrenze A 01 heraus, und man 


Wenn A,“ > A 0 ° > > A, 1 , so ist: 

«i r' oo 

f dx ff (x, y) dy = 

6» f 0 (*) 

V M l V /t 0 V M° 

fdkjf (X, Y) 4 dp + f d>, f f (X, Y) 4 dp + f d>, f f (X r) 4 dß .(XI) 

A , 1 fi l Aq 1 f ij A 0 n Mi 


Addirt man zum zweiten Gliede das Integral: 


V Mo 

f di ff (X r) 4 ^ 

V /*! 

und zieht es vom dritten Gliede wieder ab, so findet man genau die Gleichung (X) wieder. 


23. 

Ich komme zum letzten Falle, nämlich zu Nr. 12 des Art. 14, wofür die Bedingungen: 

M < M° i M < f > M > Mo , M < Mi 
gegeben sind, denen man wieder auf sechs Arten entsprechen kann: 
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ß» < ß < ß 1 < ßi < ß° • • • (i) 

ßo < ß < ßi < ß l < ß° • • • (2) 

ßo <ß < ßi < ß° <ß l ■ • ■ (3) 

ßo <ß <ß° < ßi < ß 1 • • • (4) 

ßo <ß< ß° < ß l <ßi ■ • • (5) 

ßo <ß< ß' < ß" < ßi ■ • • (6) 

wobei noch: 

A 0 ° > > V > v 

und A an sich negativ ist. 

Da hierin: 


und 


/ > A,° . wenn ji° <; /i, 
/ < /,' , wenn f < /x, 
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so ist ohne Weiteres klar, dass auch hier die Bedingungen (5) und (6) als unerfüllbar aus- 
zuschliessen sind. 

Da die Discussion der überigen vier Fälle auf die wiederholt schon vorgekommene Art 
zu führen ist, so füge ich blos deren Ergebnisse bei. Man erhält nämlieh: 


V /*’ 

(1) = -/ dX jf(X, Y) 4 dß 

V fb 

V ß i 

(3)= -JdkJf(X, Y)bd,i 

>■'" ßj 


>.«< ß, 

(2) = -f dX Jf(X, Y) 4 dß 

V !b 
V ß« 

(4) = -J dX j f (X. Y) 4 dß 

V ß. 


Wenn daher: 


V > V > V > V 


so ist: 


f dx ff (x, y) dy = 

& V w 

'a V /t 0 

f dX J f (X, X) 4 dß + f dX ff (X, Y) 4 cl,i + fdX ff (X, Y) 4 iß 


A , 1 /i, 


V /h> 


(XII) 


V z* 1 


V ßi 




Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale: 

Ai 1 !h V /*, 

Jdxjf (X, X) 4 cfyi . J di ff (X, X) 4 dß 

V /*o V /x 0 

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede ab, so wird man die Gleichung (XI) genau wieder 
finden. 
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24. 

Durch die vorangehenden Betrachtungen sind nun nicht blos die früher als wesentlich 
verschieden erkannten Fälle insgesammt untersucht, sondern es sind zugleich auch die ihnen 
entsprechenden Transformationsformeln des gegebenen Doppel-Integrals wirklich dargestellt 
worden, auf welche es ursprünglich vor Allem abgesehen war. 

Es wurde gleichzeitig mit der Entwickelung jener 12 Gleichungen die wesentliche Über¬ 
einstimmung der in denselben enthaltenen Darstellungen des transformirten Integrals unter 
sich nachgewiesen, so dass von jetzt an, so weit es sich um den vollständigen Ausdruck 
dieses Integrals handelt, auch die letzten in Art. 15 noch für nöthig gehaltenen Unterschei¬ 
dungen als ganz unwesentlich erscheinen und weiter nichts besagen, was man nicht unmittel¬ 
bar durch blosse Addition und Subtraction gewisser endlicher Ausdrücke in Integralform 
erreichen kann. 

Hiernach lässt sich das Ergcbniss der ganzen vorhergehenden Untersuchung, alle Fälle 
umfassend, in folgender Weise darstellen: 


Theorem. 

Bezeichnen [x) und <p 1 (x) zwei Functionen von x, welche innerhalb der 
Werthe c 0 und Ci von x endlich und stetig, so wie einwerthig und reell bleiben, 
und für keinen zwischen e„ und e, liegenden Werth von x einander gleich 
werden; setzt man in dem doppelten Integral: 

C-. f'W 

f dx f f( x - y) dl J 

(x) 

an die Stelle der Veränderlichen x, y Functionen zweier neuen Veränder¬ 
lichen A,/i, bestimmt durch die beiden Gleichungen: 

X -^-(A, jt) 1 y (A, p.) 

aus welchen sich niemals eine dritte bilden lässt, welche blos x und y oder 
blos A und /i enthält, und wobei X ( a, in Verbindung mit c° w , von der 

Beschaffenheit sind, dass die Wurzel: 

y — n o der Gleichung A' (A , /() = c 0 

I 1 — IM r ~ -^(A, n) 

! L — I 1 " •• " Üa, — F° ÜÜa.^) 

t l = y - Üa,/ 0 = F (-^(A, rt) 

vollkommen bestimmt, reell und so lange einwerthig bleibt, als X zwischen 
dem grössten und kleinsten der Werthe liegt, welche als die einzige reelle 
Wurzel: 


© 

© 

II 

'S 

der Gleichungen: = 

£ 0 * 

ii 


-Üa.ao — 

p- 

Co • 

> 

11 

: / lv 


-^-(A.rt = 

p- 

Ci • 

II 

a. 

r-t 

; = v 

II 

e, , 

ÜA„) = Ü(c.) 
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sich ergeben; bezeichnet man ferner zur Abkürzung: 


dX 

dY 

dX 

dY 


. — — 

_ - . 

— 

dfl 

dl 

dl 

dji 






f dx ff (x, y) dy = 

Vo 

f ,lk [f(X, Y) 4 d ß + fdk f/(X, Y) 4 d,i + f dk f f (A\ V) 4 du 

* a» 1 A,< V V 

wofür man auch jeden der eilf überigen, dem Werthe nach hiermit überein¬ 
stimmenden Ausdrücke (II) bis (XII) setzen kann, welche in den Art. 16 bis 24 
entwickelt sind. 

Durch diesen Satz ist die Unbestimmtheit des Zeichens von A, welche die Euler’sche 
Transformation übrig liess, allgemein aufgehoben. Es kann nun aber wohl geschehen, dass 
A seiner Natur nach (z. B. als Quadratwurzel) ein Doppelzeichen in sich schliesst. Auch in 
diesem Falle wird nicht erst eine besondere Untersuchung nöthig, wenn man die Grenzen 
der Integrale, unter Zugrundelegung irgend eines der beiden Zeichen von A, das Zeichen 
von X und Y und sofort die demselben entsprechenden Werthe der Grenzen bestimmt. 

Dieser Fall entspricht zwar den Voraussetzungen des Satzes nicht; 'vvenn aber in eben 
bezelchnetcr Weise alle Bestimmungen auf die zusammen gehörigen Zweige der Functionen 
X und Y bezogen werden, was immer geschehen kann, sobald die nicht zusammengehörigen 
Zweige für bestimmte, innerhalb des zu untersuchenden Intervalls liegende Werthe der Ver¬ 
änderlichen nicht zusammenlaufcn, so verhält sich Alles so, wie bei einwerthigen Functionen 
und cs finden daher die früheren Voraussetzungen statt. 


25. 

Ich werde nunmehr diese Lösung der in wenig beschränkter Allgemeinheit gestellten 
Aufgabe auf eine grössere Anzahl mehr oder weniger spccieller Fälle anwenden, welche 
ffeeiffnet sind, die Bedeutung des gefundenen Theorems sowie auch die Art seiner Anwen- 

O C 7 O O 

düng und einige dabei in Betracht kommende Umstände am besten ins Licht zu setzen. 

o o 

Für die erste Anwendung nehme ich an, die Transformation solle dadurch geschehen, 
dass man voraussetzt, es sei: 

X(A,^) d 

y — ^ o,/i) — ^ 

Dafür erhält man dann A = + 1 und es folgt: 

/i 0 = | 0 aus der Gleichung Aj Airt = c 0 
/x, = "i aus der Gleichung X (X> /t) = c. 

Die Gleichungen: 

= f (W(A, ,,)) , ^ (A, /t) = <f' (X(A. rt ) 

Denkschriften der mathein.-naturw. CI. XX. Hd Abhandl. v. Nichtinitgliedern. s 
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gehen daher beziehungsweise über in: 

X = <p n (ji) , woraus y = // = ^°(X) 

und 

X = cp 1 (n) , woraus y = y' = (p l (X) 

wobei jetzt auf ^°(X), ^'(X) die Bedingung der Einwerthigkeit in dem Sinne des vorigen 
Artikels überzutragen ist. 

Ferner ergibt sich: 

X n ° = £>"(!,,) , X,° = (%,) aus der Gleichung X = <p°(y) 

V = <p' (i 0 ) , X, 1 = p'($ t ) aus der Gleichung X — <f { (y) 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (T) des Art. 16 ein, so erfolgt: 

f. vH*) 

f dx J f (x, y) dy = 


f, 


fo vH*) 


?'(««) (.'■'(*> 


I dl f f (y, X) d;i -1- f dl f f (ß, X) dß + y*r7X y/ (/i, X) dß 


vH f.) fffl 


?*(?.) fW 


y°(?o) fo 


Setzt man x für /i, und y für X, so lässt sich, wie leicht zu sehen, dieser Gleichung die fol¬ 
gende Form geben: 

f, r'M 

f dx f f (*> y) d v = 


vHh) f. 


fo vH*) 

r”(fol fo 


>-”(fo) ^’fv) 


y d y Jf( x > y) dx + f d y f f( x > y) + y (h J f fi x > y) d x . (i) 

y°(f,) r<y) V(fo> V’M r'(fi) V(») 

Auf gleiche Art Hessen sich aus den früheren Gleichungen (II) bis (XII) noch weitere 
eilf Formen ableiten. Ich will, des spätem Gebrauches wegen, nur noch diejenige anführen, 
welche sich aus (II) ergibt. Sie ist die folgende: 

fi ¥ 1 (•*) 

f dx f f (x, y) dy = 


^°r£t>' 1 ft 


fo 

^(f,) fu 


jr* (ci) f, 


f dy I f (x, y) dx + f dy j' f ( x , y) dx -f f dy f f (x, y) dx . (2) 

V°(fO Wv) j-'(fo) </■'(") vH fo) *f„ 

Wobei die Gleichung p>°(x) = <p' (x) keine zwischen £ 0 und £, liegende reelle Wurzel besitzt, 
und die als cimverthig vorausgesetzte Function: 

x = <p°(y) aus der Gleichung y = f°(x) 

und 

x = (p l {y) aus der Gleichung y = x) 

abzuleiten ist. 
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Hierdurch min ist der Satz bewiesen, dass auch bei Doppel-Integralen 
mit veränderlichen Grenzen die Umkehrung der In tegratio nsfolge gestattet 
ist, dass aber hieraus im Allgemeinen drei andere doppelte Integrale her¬ 
vorgehen, deren zum Theil veränderliche Grenzen aus der Umkehrung der 
ursprünglich gegebenen erhalten und zur Bildung der Grenzen in der durch 
die Gleichung (1) [oder (2)] vorgeschriebenen Weise mit einander verbunden 
werden müssen. 

Diesen bemerkenswerthen Satz habe ich bereits in der früher erwähnten Abhandlung 1 ! 
durch rein geometrische Betrachtungen für den Fall begründet, dass die unteren Grenzen c 0 
und <p°(x) Null seien. Das daselbst gefundene Resultat stimmt mit dem aus (2) sich ergebenden: 


? ?(•») ? 



0 0 0 0 



dx 


vollständig überein. 


26 . 

Als Anwendungen des eben bewiesenen Satzes will ich einige besondere Fälle betrachten. 
Angenommen es seien die Functionen c n (x) und ^(a:), sow i e die Grenzwerthe und 
von der Beschaffenheit, dass gleichzeitig 

f(Q — ?'&) und F°(c,) = <p\z,) 

sei, was offenbar mit den Voraussetzungen des Satzes nicht in Widerspruch steht. 

Für diese Annahmen nun ergibt sich aus der Gleichung (1) des vorigen Art. statt des 
dreigliederigen der blos eingliederige Ausdruck: 

ci y'W v'(fi) 0 °(jO 

J dx ff ( x j y) d v —f d y ff (*> y) dx 

?o v°( x ) <fHco) f'{y) 

Transformirt man das Integral rechter Hand durch Einführung einer neuen Veränder¬ 
lichen z, welche mit der ursprünglichen x in der Beziehung 

(«' + r) («° — *) f in) - (V + r) (a' - z) f (;,) 


.r 


steht, und für welche also: 


dx — 


— U + V 

(«" + >') («' + r) f (y) — f (y) 


(r + zf 


dz 


wo «°, a', r gewisse constante Grössen bedeuten. 
Setzt man zugleich: 


wobei 


r, \ _ F(s, y) 

f{x,y) ~ <r<s)-p<t) 

a? (q 1 + r) f (y) — a'(a° + >•) f(y ) — (« ° — Q rx 
(«’ + r) f (y) — (a° + r) f (y) -f (a° — a l ) ,r 


*) Grelle, Journal 1>. 1 f: 
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so geht die oben erhaltene Gleichung in die folgende über: 


?'(*) 


r dx f = 

J J <P\y)-f{y) 

fo 5-'°(-r) 


K + r) (a' + r) 




/♦/f 

f’(e 0 ) a° 


fhii rh 

(r + zf 


Durch diese Gleichung ist das Doppel-Integral linker Hand auf ein viel einfacheres 
zurückgeführt, welches von den Functionen f°(x), (f\x) und deren Umkehrungen nur in so 
fern abhängt, als zwei besondere Werthe dieser Functionen die Grenzen bilden. Ein doppeltes 
Integral, wie das eben betrachtete hat also die Eigenschaft, dass man für <p°(x) und <p\x) 
Functionen annehmen kann, welche man immer wolle, wenn nur sie und ihre Umkehrungen 
F{y) innerhalb des in Frage kommenden Intervalls stetig und einförmig bleiben und 
von der Beschaffenheit sind, dass: 


f°(£o) = > F°(ci) = 

ist: dann hängt der Werth des Integrals immer nur von den Endwerthen p 3 (£ 0 ) und ab. 

Ich will annehmen, es werde f (jy) . F(z) an die Stelle von F(s , y) gesetzt. Man findet 
dann: 



/(y) dl J _ 

F{y) — f{y) 


(rt° 4- r) (a 1 -f - r ) 


v'(ci) a< 


fm*y f 

Pu« «• 


F(*)dz 

( r + z y 


Für a° = 0 , a 1 = co , r = 1 folgt hieraus: 



F*(S|) oo 


= ff (y) di J f 


F(e) dz 

(iTü 2 




Es sei z. B. 


so ist: 


und setzt man zugleich 



f(y) = y r 

Co = 0 


<p l {x) = x s 

<P\y) = r 

Ci = 1 


so werden offenbar alle Bedingungen erfüllt. 

Ich will nun ausserdem noch annehmen, es sei: 

+1 

F(z) = - 

W (1 -f + 

Dann erhält man nach einigen Umformungen: 



(x-y s )”-' 


f (y) d y = 


r(m) r{n) 
r(tn -f n) 


f.f (y) d y 


(y r — xj s ) m + ,i —1 
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Für m —)>— folgt hieraus: 

/*/ 


f (y) d, J 


, V(f— X ) (*—!/') 



Wie man sieht, hat das Doppel-Integral die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass sein 
Werth von r und s so lange unabhängig bleibt, als diese Constanten von einander verschieden 
sind. 


27. 


Wenn die untere Grenze <p\x) = constant ist, so geht die Gleichung (2) des Art. 25 
über in: 

c S-'(c) «0 S-'(c) c 

fdf/(x , y) dy = j dy Jf (x, y ) dx + J dy j f (x, y) dx 

£o r(c 0 ) ?o 

wobei der Kürze wegen <p(x) für fix), <f>(y) für <p\y) und c für c, gesetzt worden ist. 

Man nehme an, es sei in dieser Gleichung £ 0 ein Werth von x, für welchen: 

<f (Q = Vo 

so vereinfacht sieh dieselbe und man erhält: 

f vW ?(« f 


J dx Jf 0, y) tZ?/ = Jdy f'f (x, y) dx 


Xo 

wo also: 

x = <p{gj) aus der Gleichung y — <p{x) 

als die einzige reelle, zwischen und £ liegende Wurzel abzuleiten ist. — Setzt man nun: 

f(y) 


und ist darin: 


so ergibt sieh: 


, . F (z) an die Stelle von f (x, y) 

Z-<p{y) w 

«0 (« + r) <!> (y) — a (a 0 + r) £ — (a 0 — a ) rx 


Z — 




(«+'•) < P(y)-{ a *-\- r ) ? + («o—«) * 




F(s) dz 


°0 


In dieser Gleichung sind einige beaehtenswerthe speeielle Fälle enthalten, die sich leieht 
auf die folgende Art darstellen lassen. 

Es sei zunächst: 

£o = Vo , <p(x) = X 


3 


<P(y)=y » ^( 2 ) = ! 
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so erhalt man die eigentümliche, auf anderem Wege nieht so leicht herzustellende Gleichung: 


J dx J dy = ff (y) dy 


so ergibt sich: 


Setzt man dagegen a 0 = 0 , a = oo, dabei immer angenommen, dass <p (?„) = y 0 sei, 

£ <p(x) y($) oo 

fdx f F(-^~) . ————r = f/(y) dy f/-~ dz 

J J \x — <p{y)j % — J J KJ) J J (l + 3 y- 

c« <0 ^0 0 

n 

Daraus erhalt man z. 13. für , ( f{ x ) — x das Resultat: 


/*/-'C-f -//«*/ 


m d z 

(i+*) 1 


Co *0 

Für den noeh speciellern Fall, dass 


c 0 = 0 und F 1 (s) = ---- 

•° w (1 -fi z)"+ n -* 

gesetzt wird, erhält man die Gleichung: 


fdx f (1=4 -- (»-»)— /( ) d _ £N U») 

,/ ./ (?— y) 1 y U/y J /'( 


(m -p «j 


// (j/) ^ 


( 1 ) 


Mit Hilfe dieser Gleichung lassen sieh die beiden folgenden Fragen beantworten: 


1. In der Gleichung: 


f fff r, •/« *9 = 9 


• 7 fc-y) 


ist _?’(&•, c) eine gegebene Funetion: man soll die dieser Gleichung Genüge leistende Func¬ 
tion f ( y ) unter dem Integralzeichen finden. 

Vermöge der oben entwickelten Formel hat man unmittelbar: 

/<*-*>- *<* « * = 

0 0 

Setzt man nun in dem Integral linker Hand: 

x = £ . t 

und differentiirt hierauf die ganze Gleichung in Bezug auf e, so wird man alsbald finden: 


/<=> = "iffm /d-r- {m i) + r ^ 

0 

wodurch die Frage beantwortet ist. 


5) 


dt 
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Für m = n = ~ erhält man hieraus die Gleichung, welche zur Lösung einer die Tauto- 
chronen betreffenden Aufgabe nöthig ist, und welche für jenen speciellen Fall mit Hilfe ziem¬ 
lich umständlicher Reihenentwickelungen im 48. Bande des Journals von Crelle abgeleitet 
worden ist. 

2. Von der eben vorgetragenen dem ersten Anschein nach verschieden ist die folgende 
Aufgabe. 

Tn der Gleichung: 


/ 


(x ?/)"-' 

ff— 


■ df(y) = 0 (x) 


ist 0 (x) eine gegebene Function: man verlangt die derselben entsprechende Form der Func- 
tion / (//). 

liier liefert die Gleichung (1) sogleich die Lösung, indem man daraus erhält: 

-/w=* 


Für m = 1 — n ergibt sich hieraus unmittelbar die Gleichung, welche zur Lösung einer 
den Fall eines schweren Körpers bei gegebener Fallzeit betreffenden Aufgabe nöthig ist, und 
welche dieser Aufgabe wegen zuerst Abel (s. Oeuvres compl. T. I, p. 29) für jenen beson- 
dern Werth von m, auf ganz anderm Wege entwickelt hat. 

Ich füge schliesslich noch einige andere Anwendungen bei. Hat <p (x) die Eigenschaft, 

dass: 

<p (o) = 0 , und setzt man noch c 0 = y» = 0, so folgt: 

f pW rie) f 

jdx Jf (x, y) dy =J dy ff (x, y) dx 

oo o c v) 


Hieraus findet man z. B. die Gleichung: 


? pW *'(£> £ 

H' 533 -M -/™(33 

00 0 <%) 


(Ix 


= dz 


Setzt man in dem Integral rechter Hand 

l(y) _ _ 

so verwandelt es sich in das Product zweier von einander unabhängiger Quadraturen und 
man erhält: 


€ 


Es sei z. B. 


F(z) = 


y l — z~ . yi — A-v 


: <f(x)=x . <l>{y)=y 
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und man bezeichne 


f dz 

J \/ÜUz*. y/T=¥* ~ 


so erfolgt 


f dx f -— 

J J 1 /7e~— a 


f(y)dy 


K 


VW—v){k+x — 2y) . |/(£— yf—k*(x—y) 


= =rK. f'^dy 

yf * $~y 


Hat <p(x) die Eigenschaft, dass <p(Ji) — 0 wird, so ist 

C 9 (■*) 9 (o) t (y) 

f dx I f {x, y) dy = f dy f f (x, y) dx 


0 0 

Daraus lässt sich leicht die Gleichung finden: 


? 9 ( x ) ?(<>) 1 

f dx f F (X-)f(y) dy =/>(y) j»(y) dy . f F(z) dz 


Setzt man darin für F(z ) den obigen Ausdruck und zugleich 

9 0) = S — * , also <p (y) = * — y 


so ergibt sich: 


f f--r 


fd, f _ = K rm d y 

i (f — i jy — x ~ ■ i (?—yy — k~ x ~ *•„ ? ^ 


0 u 


Wie man sieht kann man die Grenzen des Doppelintegrals auch als durch die Ungleich¬ 
heit 0 < x + y < £ gegeben ansehen. 

Diese wenigen Beispiele mögen hinreichen die Bedeutung der im Art. 25 entwickelten 
Umkehrungs-Formeln erkennen zu lassen. 


28 . 


Ich wende mich nunmehr zu einer andern Anwendung der allgemeinen Transformation, 
und zwar möge angenommen werden, es sei: 

x — X (K ß) = fi 

y — 

so dass also nur die Function X näher specialisirt wird. Man hat dann einfach: 


und erhält: 



Po = Co 


lh = c. 
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und für die Functionen /i° und /i 1 hat man die Gleichung: 

y (lirt = cp°(/i) , aus welcher folgt: • p° = </>°(X) 


(*,«) — 
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Y o, rt = <P'(! L ) ' 


f = f(Ä) 


wobei nun die für /i°. /i 1 gestellte Bedingung der Einförmigkeit auf die Functionen . ^’(A) 
überzutragen ist. 

Bezüglich der Wertbe ?>", V. A/ hat man die Gleichungen: 



wobei auch diese Werthe als vollständig bestimmt und als die einzigen reellen Wurzeln 


zweier Gleichungen vorausgesetzt werden. 

Substituirt man nun diese besonderen Werthe in die Gleichung (1) des Art. 16, schreibt 
zugleich auch x für /i, und z für A, so ergibt sich : 





Andere Formen würden sich aus den eilf überigen Darstellungen der allgemeinen Trans¬ 
formation ergeben; unter den oben ausdrücklich gemachten Annahmen fallen dieselben aber 
dem Wesen nach ganz mit der eben geführten Gleichung zusammen. 

Diese Gleichung nun zeigt, wie man ein Doppel-Integral durch Einführung einer ein¬ 
zigen neuen Veränderlichen z transformiren müsse. Was durch sie hauptsächlich geleistet 
werden kann, besteht darin, dass man, wenn die Veränderlichen x, y in der Function f (x, y) 
einen explicite gegebenen Ausdruck bilden, diesen durch die neue Veränderliche z ersetzen 
kann, so dass die nach x zuerst zu vollziehende Integration von der nähern Beschaffenheit 
von f (s), weil eben z dabei eonstant bleibt, ganz unabhängig ist. Hierdurch ergeben sich 
Rcductionsformeln für doppelte Integrale von Functionen, deren Argument z allein näher 
bestimmt ist, welche also ihrer überigen Beschaffenheit nach willkürlich sind. Tn dieser Hin¬ 
sicht stellt also die obige Gleichung in vollständiger Entwickelung den allgemeinen Typus 
der Lösung aller derartigen Probleme dar, so dass man in besonderen Fällen nur ihrer Vor¬ 
schrift zu folgen braucht. 

Von der eben bezeichneten Art sind die, jedoch mit Hilfe geometrischer Betrachtungen 
gefundenen Rcductionsformeln, deren Eingangs Erwähnung geschah. Obgleich ich nun eine 
ziemlich grosse Anzahl solcher im 45. Bande des Journals von Cr eile entwickelt habe, so 
scheinen doch die folgenden weiteren Fälle schon darum Beachtung zu verdienen, weil sie 
den, bis dahin noch nicht sehr weit geführten, Gegenstand der Reduction doppelter Integrale 
auf Quadraturen nahe berühren, zugleich aber geeignet sein dürften, den Nutzen der voran¬ 
gehenden Resultate noch mehr hervortreten zu lassen. 


Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XX. Dd. Abhfiudl. v. Nichtinitgliedern. 
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29. 

Als ersten Fall möge angenommen werden, es sei: 

/ ( x > y) =/ ( z ) und s = ax 4 bxy -f cy 


Dann ist: 


Y(b *) = 


z—ax 


hx -\-c 

Zugleich seien 

(p°{x) — r /0 

constante Grössen, so dass also: 


4 =« = 


dz bx -J- c 
<p l (x) = 7), 


z C7 lo 


<p°(z) 

' V ’ a + brj o 

0°(So) = °~o 4* ^Co^o 4" cr Jo 
(ci) = (l £] -f 4" C7 ]a 


*—<Vi 


<b' (z) = 

Y K ’ « + 

0 l (£o) = 4" 4- C5 ^i 

ö 1 (£l) = «11 + ^l 3 ?! 4- 


Da ausserdem: 


l' f(z) . — dx = log (bx 4- c) 4- Const. 
so ergibt sich, wenn man in die Formel des vorigen Art. substituirt: 

fi Zi 

f dx j f(ax + bxy + cy) dy = 

a£o + A £irt! + **« 




o+ c5 ;o 


Gc<> 4- e ) (p*ji + a ) 


dz -f- 


+ i log 

5 fo a + iijö 


/./( S ) • lo g w 

«£i 4- + ^i 

«ci 4- + rr ty 

■ f /w & 


«c -f- 6;<r 


Gf 1 + c) (brj 0 + a) 


dz 


a Zo 4- + r: Cu 

Man kann auf ganz gleiche Art die Reduction bewirken, wenn die gegebene Function 
die Form f [(« 4- x) (ß y) J hat, wie aus der Bemerkung hervorgeht, dass: 


ax 


+ bxy + cy = 4 j (bx + c) (by + a) — ac 
h * 


ist. 


Fiir 6 = 0 gehen die drei Integral-Ausdrücke in unbestimmte Formen über, deren wahre 
Werthe man jedoch entweder auf gewöhnliche Art oder aueh wie folgt bestimmen kann. Es 
ist nämlich: 


ac -f- ln 


log ■ 

(6f 0 + c ) + a ) 


4^ = >»s (1 + =) - *0« 0 + 4) - ( 3 + 4) 


folglich geht, wenn man jeden der dx-ei Logarithmen bis auf zwei Glieder entwickelt, der 
Ausdruck über in: 
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Da der Factor b durch Division fortgeht, so hat man, wenn nach dessen Beseitigung 
b = 0 gesetzt wird, und wenn man dann mit den zwei überigen Integralen auf gleiche Weise 
verfährt, schliesslich auch wieder b für c setzt, die Gleichung: 


M M 

f dx J / (ax + Ly) dg = 






a *i "i" *> r <o 


f {z — af — brj 1 )f(z) dz + j (z — af — bg,)f{z) dz + J {z—af — by 0 )f(z) dz j 


-F 


«ftf + Ä5 Io 


«?# + **> 


wobei, der Symmetrie wegen, eine etwas andere Form als die unmittelbar sich darbietende 
gewählt worden ist. 

Gewissermassen analog zu dem eben betrachteten Falle ist derjenige, für welchen 

z = ae mx + be' nx + ,ny + ce ny 


und 


folglich: 


_ dY _ 1 


dz ns — 


ae"‘ 


J f{x , Y) ^ dx = — log (ze ~' nI — a) + Const. 


Angenommen es sei auch hier <p Q {x) — jy 0 , <p l (x) = jy, constant, so ist: 


^(z) = llog S 


,u \ 1 l z — ce n i' 

<!> (z) = — log--— 


a + be nr 'o 

Off) = ae m *° -f be m '‘ +v '* + ce nT “ , Off) = ae m ^ + be n ^ +m -' + ce“ 

Off) = ae m ~'' + be mi ' + nT * + ce’ 1 ’ 1 » , Off) = ae'" f ' + be m *' +n " + ce" 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung des vorigen Artikels ein, so ergibt sich: 


Li 

J dx ) f {ae mx + be mx + ny + ce mj ) dg = 


Co r ,o 


fi‘(c,) 6°(fo) 

lj p±> log —, * + p» 1„ 

wm ( J z (ze~ m Z'—a)(ze— nT '0’-c) J * 

o°(ci) ö 1 (e a ) 


ac -f- hz 


ö (^e - — a)(se — — c) 

1 f/(*) i — c 7 

H-/ — log- . dz 

mn J z ° 2g— B: ti — c 


. dz 






Für f = = 0 und ?, = jy, = oo ergibt sich hieraus, wie leicht zu sehen, die Gleichung: 


03 03 


J dx J f(ae mx + be ni+ny + ce ny ) dg — — J log — - ^ -—— dz 


a + 6 -f-c 


t* 
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Es verdient schliesslich noch bemerkt zu werden, dass, wenn man f (6s -f- ac ) an die 
Stelle von f(z) setzt, die oben entwickelten Formeln das Doppel-Integral der Function 

/ { ( he *' + c) {he" v + a) { 

liefern. 


30 . 


Mehrere bemerkenswerthe Einzelnheiten lassen sieh aus dem Falle ableiten, in welchem 
für das Argument der Ausdruck: 


a.e m -(- htf -J- c 

«•*'“ + flu“ t r 


( 1 ) 


gewählt wird. Dieser Annahme entspricht die Gleichung: 


(o.z — a) x m + (ß z — b) y n yz — c = 0 


woraus folgt: 


y 


= Y(z,x) = { 


(az — a) x m \ yz — cV 
b — ßz I 


Man findet hieraus: 

dY (ab — nß)x m + by — ßc 


dz 


n(b+ßz) n 


i+i 


^(az — a) x m + T z — 


und sofort das unbestimmte Integral: 


//(*, Y) 


dY , 

— clx = 

dz 


{ab — Gj 
m(6 — ßz) n 


*'Y (: > * ^ ^(öes — ä)x m -\-yz —cj w -j~ — — ■ ^ ^(#3 — a) x™ -)- yz — cj n dx . 

~ ' n{b-ßz)' +1 


•(2) 


Um von hier aus weiter zu kommen ist es nüthig die Grenzen des Integrals sowie auch 
gewisse Bestimmungen über die Constanten fest zu setzen. 

Ich werde nun zunächst c— — h und y = — / setzen und unter k und x positive Werthc 

verstehen; ferner werde ich durchgehends — und — für m und n schreiben und annehmen, es 

° 7)1 71 

seien die Grenzen des Integrals durch die Bedingung 


1 1 

0 <4 ax“‘ -|- ßy “ <C / 

gegeben, dabei aber nur die, derselben genügenden, positiven Werthe von x und y 
zulässig. 

Bestimmt man unter diesen Voraussetzungen die Grenzen sowohl des ursprünglichen als 
des transformirten Integrals, so erhält man: 
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<p°(x) = 0 , 

<p'(x) = 

•Ur 

II 

o 

6 = 0 

■ 

,,, s (bx ßJc\”‘ 

**<*> = (*=*;) 

*(*•) = 7 

O'fo) = oo 

8 

o 

0\^) = co 

Dies vorausgesetzt gibt nun die Gleichung des 

Art. 2S unmittelbar 



h 0 


x 


Nun ist aber, nach Anwendung der jetzt cingeführten Bezeichnungen: 

i 

JY (ab — aß)x m -\-ßk — bx f . ^ 

— dx = n . -- -r -— r — - ’ xz — k — (az — a) x > 

* (ße—b )«+ 1 ( K ) 

wenn man also eine neue Veränderliche t für x einführt, für welche: 


az — a 

f = - - x 

xz — k 


. / XZ— /.-V" , , 

dx — m I-1 . r-‘ dt 


so erfolgt: 


dY , (xz — k) m + n - 1 

— dx = mn - 

dz (az— a) m (ßz — b ) n + 1 


xz—Je 


(ab — aß) - . t -|- ßk — bx \ t "‘ (1 — /)" 1 dt 


Ferner ist, wie man sieh auf der Stelle überzeugt: 

(ab — aß) -. t -f ßk — bx = (ßz — b) . — -- t -f (ßk — bx) (1 — t) 


folglich hat man auch: 


fxs — k\ m 
\az — u) 

f — dx = 

J * 


1 


1 


-i)*+»-' ( aJc—ax ß , . . ßk — bx f , . , ) 

a) m (ßs — b) n \ az—aj v ’ ßz — b J V ) 


( 


az - 


Die beiden letzten Integrale lassen sieh durch Gammafunctionen ausdrückcn, und man 
findet das Resultat: 
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Erstreckt sieh die Integration über alle positiven Werthe von x, y, welche der 
Bedingung 

1 1 

0 ■< ax m -f- ßy n x 

Genüge thun, so findet die Gleichung statt: 



Die Potenzen (az —«)“, (ßz — b) n bleiben, wie man sich leicht überzeugt, sowohl für 
gebrochene als ganze Werthe von m und n reell, insofern: 

ak — ax > 0 und ßk — bx > 0 

In diesem Falle gilt also auch die obige Formel für alle Werthe m und n. 

Für a = ß = x — 1 erhält man den speciellen Fall einer allgemeinen ßeductionsformel 
für ein beliebig vielfaches Integral, welche meines Wissens zuei’st Liouville gefunden hat und 
die später in voller Allgemeinheit von Schlömilch hergeleitct wurde. 


31 . 


Minder einfach wird das Ergebniss, wenn die Grenzen des Integral constant sind. Lässt 
man dasselbe sowohl nach x als nach y mit o anfangen, setzt also: 

Co = o , £, = £ ; <p\ x ) — 0 > <p\ x ) = r t 

und legt man den Werth von z in der Form zu Grunde, wie er im vorigen Artikel, Glei¬ 
chung (1) angegeben wurde, so findet man: 




yz — c + (ßz — b)y} n V 


m) = - 


= 


c 

— x 


0'(Q = 
= 


br) n -\-c 
ß y l n ~\rT 
cig n -f bij n 4- c 


“£ m +ßy n +r 

Wenn man nun die beiden Integrale, welche in der Gleichung (2) des vorigen Art. Vor¬ 
kommen, auch hier vermittelst einer neuen Grösse t transformirt, für welche: 




CLZ - Cb 


yz — c 


dx 


( rz — c\ m 

-I—J 

= i(- 

m \ az — a) 















Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 
und wenn man nach geschehener Substitution bemerkt, dass: 

/o-')' " • * = - ,+ • >’ + +/< 

wie sich durch theilweises Integriren ergibt, so wird man bald finden: 
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dt 


ft 


d\ aß—ab x\rz — c-\-(az — a)x Vi ] n 

(x. Y) — ax = 

dz 


+ 


m 4- n 


m -|- n 


(a — az) (b — ßz) n 
1 . i 




(r*— c ) 


c )” , + ” ( g r—«« , hppßf \ f,._ i- 1 

1 L \ m(a-az) ' 1_ n(b — ßz) j ' ’ 


dt 


(a — az) m (b — ßz) n 

Dieses vorausgesetzt substituire man nun die angegebenen Grenzwerthe von x und die 
denselben entsprechenden von t , sowie auch die ebenfalls angegebenen Grenzen von z in die 
Gleichung des Art. 28; setze auch der Kürze wegen: 


^ = 

U = 

v = 


(r z — c ) 


i+i-i 

m 7i 


1 1 
(a — az) m (.b — ßz ) 11 

( m (a — az) n(b — ßz) 

Haß—ab) 

i 

fyz — c- 1- (az — a) f **Y* 

(«-«*) ip-ßz) ' ' 

l b-ßz ) 

7 ] (La — ßa) { 

1 

(rs—c+{ßz—b) 7 ] n Y« 


[a — az) (b — ßz) 


a — az 


Dann wird man nach einigen nahe liegenden Umformungen erhalten: 


fdx[/ r m + * + ü )dy = 
j V“ m T ßf + r J 


1 ra) rft) \ 


0 0 
by tl - 


m 


+ »' UM) ( 



oc rt '+ hr / 1 + ** 
* a£ m A-ßr / 1 + y 


n + r 


ßy n +r /•«c w +^ n +r / 9 a$ m + r 

Z./(z)dz- / Z./(z),lz + / Z./(z)äz 


+ 


b — 3z , 

- V 

yz — r 


*■+» j 

’ «V 


+ b tf - 4 - e 

+ >,»+*' p 

/(*)& • \ V+ZI(\ -t) 


ni m +ir/‘+r 


!'l, n + r 


J /*<#*+ fr» +r n r r ~' C 1 j_ 

+ / f{ Z ) dz • / ( 1 — <)* V‘ 1 r/if 


/^”+r af w +r 

Die Integrationen naeh t lassen sich unbestimmt ausführen, wenn entweder — oder — 4- - 

j in m n 

oder — eine ganze Zahl ist. Es versteht sieh von selbst, dass man für gebrochene Werthe von 
m und n , die soeben erhaltene Gleichung und die ihr zu Grunde liegende Transformation 
durch die Veränderliche t, nicht an wenden kann, wenn die Coefficienten so beschaffen sind, 
dass einzelne Bestandtheile jener Gleichung imaginär werden; man muss dann, um das Ima¬ 
ginäre zu vermeiden, eine andere Transformation zu Grunde legen. 
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Sind speciell a=0,/?=0,^=l , c = 0, so wird 

1 1 _ 

/1 1 \ jrn n 1 

^ = (- + -)l 1 — r , 17=0 , 7=0 

\ »i 72 / JL _L 
_ m / /t 
a . o 

und es ergibt sieh für diese Annahmen: 


mn a 


i 5 ‘ 

. b n . Jdx I f (ax"‘ -f- by n ) dy = 


ni) ni) i 
n&) \j 


a€ M 


0 0 

a? m + &r, n 


" /(*) dz 


z ’ “ _/ (?) r/s -f 


4r/‘ 


- + * - J 


/(*) dz 


1 t 


a<z m + 4r,” z a £+ 4>;” 

_l_ i 3 "A n f (z) dz j V“ (1 — 1)"‘ dt -)- ^t"‘ “ f (z) dz j t“ (1 —■ t)dt 

a$ m 0 ! ^ n 

Es sei noch specieller 


co 


r , — 


so erhält man die, meines Wissens zuerst von Raabe gefundene Gleichung: 


oo- oo 



/>- v 


mn 


i i 

qm n 1 \ m / \ n / 


f{z) dz 


Soll diese Gleichung für alle möglichen positiven Werthe von m und n gelten, so müssen 
offenbar die Coefficienten a und b positiv sein. 


32 . 


Einer der Fälle, in welchen die vorhin erhaltenen Formeln wegen darin vorkommenden 
imaginären ßestandtheile unbrauchbar werden, verdient näher in Betracht gezogen zu werden. 

Tch werde dabei annehmen, es seien die Grenzen bezüglich der ursprünglichen Ver¬ 
änderlichen x und ?/, sowie der neuen z dieselben wie im vorigen Falle. —• 

Geht man nun auch hier wieder von dem Ausdruck 


jf (x, Y) ‘i[ dx = 


ba — ßa x [(« — az) x m + c — yz\ n 

7H 4- n 2_ + i 

(a — az) (ßz — 6) ” 


771 

H-v~ 

77i n 


1 


(ßz-by 


ay — t 


L l m(az — ci) 


+ 


} ff (l 

m(ßz-b) \j r 


a — az) x"‘ F c 


~rz)" 


fix 
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aus, setzt zur Abkürzung: 

r p — - | ar ~ ac _j_ 


15c 


.. n(ßz — b) 

C ßz — b )" 

und legt den beiden Grössen Ü und V dieselbe Bedeutung bei, wie im vorigen Artikel, so 
wird man nach einigen leichten Umformungen zu der folgenden Gleichung gelangen: 


f dx ff(^l±£\ dy 

J J J \ ax ’" + ß,/ +r j 


at -j- r 


'aS'X' + r 


•(£=)' 


brf + r 
* ßrß 1 + y 


—— | J T. f(z) dz /[(«— az)x m c— yz^ dx -f- I T.f{z)dz / [(«— az)x m -\-c — yz^ 


dx 


hr*+, 


V ) L_ t - 


1 ( C a ' m + r V [* --i"! T*fr nj rrr /*V a-<u ) L_i-. 

d- \ / f(z)dz\u+T f [(a—az)x m 4-c—yc] dx + jf{z)dz I V+T / [(«— az)x m -\-c — fsj dx I 


n$ m A-r,7, n +c 


uP' + brn+e 


a$ m +ßy* + y ac m -fßrf 1 + */ 

Vorausgesetzt nun, es seien die Coeffieienten so beschaffen, dass die Ausdrücke: 
ay — ac , aß — ab , cß — yb 

insgesammt positiv sind, so wird man stets reelle Formen behalten, wenn man auf die vier 
Integrale nach x die folgenden Transformationen anwendet. 

Bezeichnet man zur Abkürzung jene vier Integrale der Ordnung nach durch /,, i.,. / 3 , 
und setzt man in erstere 


t — — — x 


dx 


a — az 


1 fyz-—-c V* 
m \a — az J 


■(^ +1 ) 


dt 


so wird man finden: 


i i j 

(jz — c) m n 


m (a — az) 




(i+y 


dt 


oder 




I + i-1 

(ys — c) m n 


7t 

sm — 


rii) di) 


»(«-*.)? ,,n G + 1) di + i) 

Mittelst derselben Transformation erhält man ferner: 

1.1 _ yz — r £ — m 


h — d” 


(;ys — c) m + n /* 0 ■ 

m (a — as) m J 


■%- 


1-, + 

(1 — t) n t Xm n> 


dt 


Denkschriften der mathem.-uaturw. CI. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 
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Behufs der Transformation der Integrale i 2 und i\ setze man: 




c — yz 


dx 


(a — az) x m -\- c — yz 
so ergibt sich in ganz analoger Weise wie i x der Werth: 


— j_ 

1/c — yz\™ / 1 \ m dt 

m \a — az J \t ) 


io — —I— 


(c-r*)^- 1 sia 7 r(^) r('~) 
m(a-aA sin K + 3 f (^ + ^) 


und sofort auch: 


(e—n 


<* - r z v — 

c —6 ^ 


*-*•' i-i -fl+l) 

(1 — t) m .t nJ 


dt 


m (a — az) m 

Setzt man nun der Kürze wegen: 

S — 1 r ay — ac cß—yb ~| 

~ 1 1 Lm(« — as) ~ l ” ti(ßs-b) \ 

(a — az) m (ßz — b) 71 

und substituirt für 4, i 3 , e‘ 4 die so eben gefundenen Werthe, so wird man zu der Gleichung 


gelangen: 




0 0 

«r* + e 

► a ?n + y 


6//* + r 


(m+»)sin£+J) r(^+|) 


/VIU _ /'“? n +r ^ / w ßr,*+r 

m r~rr sin / /( s ) (r*—< 5 ) m “ •4 / /( 2 ) ( c —r«) 


1 , 1 

—I— — 1 ^ i 

m n . 8de] 


a? n +6r; i +e 

a& n +to n +r 


+ --1 


/ ^/( s ) — £ . O'« — c) m n . 


a? n + c 

aS m + y 


aS m +by n + r 

1 a^+W+r 


- +-1 


„i+y ffe /(^) j r + s . (c — f )" 1 b 


— 1 —1 _/ _ L \ 

(1 — t) z t n ' dt 


J—IZr~ n 

* ßz — b 4 


1 —1 — (— + -L \ 

(i — ty _1 1 '* *'dt 


ßr." + r 

In dem speciellen Falle: 

a = 0,/?=0,j'=l,c = 0 

muss, damit die riicksiehtlich der Coefficienten gemachten Voraussetzungen stattfinden, 
angenommen werden, cs sei b an sich negativ. Schreibt man daher — b für b und befrachtet 
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dann b als positiv, so wird man nach einigen sich leicht anbietenden ßeductionen die folgende 
Gleichung erhalten : 

f 

I dx I f(ax"‘ — by n ) dy = 

\ 0 


i ni) 'M 
- r( L + 1 ) 

mna"‘ b n sinI— h— | ' m H ' 

VW 71 J 



f(z) dz 



f (— z) dz 


4- 


mna m b 


i i ( 

7 n kn 


^ni_ br n 

z m + n f(z ) dz 


brj n —a? h 


( 1 — t) n 1 1 /z m + n /(—s) dz f (1 — -t) m 't ('" + K ) 


dt 


Macht man die noch speciellere Annahme, dass £= 00,77 = 00 sei, so wird man haben: 


oo co 

f dx f f {ax m — by n ) dy = 
0 0 


1 


1 1 

nma m b n 



f\i) i\±) 

r(^) 



/(*) d. 





/(—s) dz 


Diese letztere Gleichung ist, so viel mir bekannt, zuerst von Raabe gefunden worden. 
(Crelle, Journal Bd. 37.) 

Diese besonderen Fälle mögen genügen, um den Nutzen der Gleichung des Art. 28 für 
die Reduetion doppelter Integrale auf Quadraturen zu zeigen. 


33 . 


Die folgenden Anwendungen werden die Allgemeinheit des Theorems in Art. 24 in 
grösserm Masse als die bisherigen in Anspruch nehmen, indem darin gleichzeitig zwei 
neue Veränderliche zur Transformation verwendet werden. Ich werde dabei die Function 
unter den Integralzeichen als abhängig von zwei von einander getrennten Ausdrücken, — 
die ich der Kürze halber Argumente nennen werde, — voraussetzen, und für jeden der¬ 
selben, als gegebene Function von x und y , eine neue Veränderliche einführen. 

Um hierbei mit dem einfachsten Falle zu beginnen, will ich annehmen, die Function 
hänge von den beiden Ausdrücken: 

ax -f- by , ax + ßy 

ab, und es seien die Integrationsgrenzen durchaus constant, nämlich £ u und £, nach x , und 
g 0 und 7} { nach y. — Setzt man nun: 


ax + by = X 


U* 


o.x 4 - ßy = fl 






156 


Anton Windeier. 


so folgt: 


und 


ßi-bfi 
(A ’ W aß—ab 


y = 1%, A) = 


ul — 


Oft 


ba — ßa 


A = 


1 


Auch findet man: 


ab — aß 


und sofort: 


_ ß , , ab—aß £ 

/io - ^ + ft ?0 

ß ab—aß 

* = i i + ~ r- fi 


V = «Co + %o 
— «Co T l >r ji 


0 _ « , . ^ 

/i — — +- ^0 

a a 

a /3a — 6a 

/i = - A = -fl, 

a a 


V = a|, + % 

Aj* = ßf, -j - brji 


Dies vorausgesetzt, geht die Gleichung (III) des Art. 17 über in die folgende: 

r ;i 

/ dx j f(ax + %, o.x + ,%) dy = 


1 


«6 — a/9 



£0 Zo 

a a/3— aÄ 


ö£r4--Ho /* ^ ~ 


fi, , aft —ß /5 

>a£o't" ( Hi -1 —£1 

'6 6 


- 1 / a ^ . «/?— ab 

laco+^i /»-*+-- 


dl / /(A,/*) c?/i+ / / /(^,/i) c?/i+ / di / /( J , /i) dji 


a£ 0 + ^o y M-j £0 'Ki + yM-Z— 


«fj + y A + f, 


Diese Gleichung liefert eine zwar nur specielle, aber immerhin bemerkenswerthe Veri- 
fication der allgemeinen Transformationsformeln, wenn man für f (1 , //) einfach den Werth 1 
setzt. Mau gelangt dann in der That auf eine reine Identität. 

Um eine der vielen Anwendungen, welche sich von obiger Gleichung machen lassen, zu 
bemerken, will ich annehmen, es sei: 

Co = 0 , ?o = 0 i c, = 00 , r h = 00 

Dann erhält man, wie leicht zu sehen, die Gleichung: 



6 


Es sei z. B. 


,/(4 y) = 



so ist: 



0 

















Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 
Setzt man auf der rechten Seite dieser Gleichung: 


15 


)c — bkx 


so geht sie über in: 


oo 

k ß dx f 

2 {ab — aß) J x 1 \ 


e 6 — e a 


oo oo 


Bezeichnet man nun, wie seit Bessel’s Vorschlag üblich ist, den „Integrallogarithmus 

oo 

J e" r(1 + x) 1 ^ : - = — H(e~ r ) 

0 

so 1)at man das folgende Resultat: 

“(^TV + ”“) (aj+,} ''' ) (ly — -ß- —- I li (e~“*) — li (e~ T *) j 

J 2 (ab — aß) < > 

welches auf anderin Wege weniger leicht zu finden wäre. 

;r-l /x ,-l 


dx 


Nimmt man an, es sei gegeben: 


ß) = 




so folgt: 


— K # 

J dl y/(!,,-) (?)'} J 

0 3 0 

0 


A r + a_1 d). 

(1 + l) n 


und man hat daher die Gleich uns:: 


oo oo 


I dx J 


" {ax-\-by) r ~ x {ax-\- 1 (ab) s — (aß) 8 r{r -j- s) r(n — r — s) 

dy = 


(1 -\-ax-\-by) n sa 8 b $ ab — aß /’(;?) 

o o 

Damit dieses Doppel-Integral einen endlichen Werth behalte, muss, wie man sieht n > r -J- 
sein. 

Nimmt man ferner an, es sei 

/ 0 , ß) = >?~ l e~ k!L 

so folgt zunächst: 


dX 


f 0, ß) d ß = \j 1 ( e 4 a — e ° u ) 


dk 


0 2 ;. 

b 


und man hat daher nach Ausführung dieser letztem Integration das Resultat: 
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Wenn in den beiden letzten Fällen o. = a und ß = b wird, so erscheinen die ent¬ 
sprechenden Resultate i’eehter Hand in unbestimmter Form. Nach bekannten Regeln erhält 
man jedoch sehr leicht ihren wahren Werth, nämlich: 


fdx f 


(ax 4- by m ~ 2 r(m) rOn — m) 

■ Tn d y = 


(1 + ax + hj) n 


ab . f(n) 


oo oo 


j* dx j* (ax 4- by) n 1 e k ( ax + W dy — 


n r(n) 
abk n + 1 


wobei 7?i für r 4- s geschrieben wmrde. 

Ich will schliesslich annehmen, es sei: 

/t/ . v sin kl 

f&ß) = - j e-** 

so wird man mit Benützung bekannter Formeln finden: 


f dx f 


sin k (ax 4- bij) . , _, , 1 

v 1 e — *{** + ßy) C J X , — 


ax -|- by 

ft o 

Daraus folgt, wenn man x = 0 setzt: 


1 (ab — aß) xk 

— . —- - - . arctan# - 

x ab — - aß ^ aßx 7 -\- nbk 2 


ow c 

f dx f 


sin b (ax by) , 11 

- 1 — A-JA dy = - . — 

ax-\-by ' k ab 


Diese Gleichung, welche eine gewisse Analogie zu der bekannten Formel: 


f 


sin kx 


x 


dx = - 


zeigt, stellt den Werth des Doppel-Integrals als dem Product der Coefficienten a und b um¬ 
gekehrt proportional dar, w r as beim ersten Anblick wohl auffallen mag. Dass aber in der 
That jener Werth um so grösser werden muss, je kleiner a und b sind, ergibt sieh bald aus 
der Bemerkung, dass x und y von Null angefangen, ein sehr grosses Intervall von Werthen 
durchlaufen müssen, ehe der Bogen k (ax 4 - by) den Werth tt erreicht, der Sinus desselben 
also negativ wird, und in das Integral negative Elemente eingehen. Das Integral umfasst 
also einen mit abnehmenden Werthen von a und b sich rasch ausbreitenden Umfang von 
lauter positiven Elementen, die fast insgesammt viel grösser sind, als die später eintretenden 
negativen, und daraus lässt sich das unbegrenzte Wachsthum des Integrals, welches mit der 
unbegrenzten Abnahme der Coefficienten a und b eintritt, hinlänglich erklären. 

Setzt man entweder k = 1, oder, was auf dasselbe hinführt, x , y für kx , ky so erhält 


man: 


oo c 

/*/ 


sin (aa? 4" fy/) 7 1 

ax 4 - by ab 


u. S. f. 
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34 . 

Die vorhin entwickelten Formeln lassen sich noch beträchtlich verallgemeinern In der 


That, es sei: 


so folgt: 


und 


A = 


ax m + by n — X , ax m + ßy n = p 

1 

fßi y 

* = A <*-’ = l^irj 

1 

_ ( aX-ay y 

V—* <*■*> [ba—ßaj 

i i JL_i J 

. ('// — op) " (bp — ßXj ” 


mn L + i_ i 

(ab •— aß) m n 


llücksichtlich der Grenzbedingungen werde angenommen, die Integration habe sich über 
alle diejenigen positiven Werthe von x und y zu erstrecken, welche mit der Ungleichheit: 

0 < >>.x m -f- ßy n < x 

gt: 


verträglich sind. Dann folgt: 


und hiernach: 


.. . . ... /x — ax m \ ” 

(p\ X ) = 0 , if (x) = - J 

1 

/ \ m 

i. =0 , l, = (-) 


* = 4 

ß ab—aß 

,il = b X + x 

woraus sich sofort die weiteren Werthe: 

V = 0 


Xß = - x 

a 


/!° = - X 

a 


/i = * 


) 1 — _ / 

/° — ß X 

X x x = - x 

a 


ergeben. Dies vorausgesetzt substituire man diese besonderen Werthe in die allgemeine Glei¬ 
chung (YI) des Art. 18, so wird man, ohne weitere Umgestaltungen direct erhalten: 


jj t f ( ax m + by n , ax m + ßy n ) dx dy = 


1 

mn 


1 

+ 

mn 



i 


dX / [ßX — b/i) m . (a/i — aX) n . f (^, /i) dy 


0 
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wobei das ursprüngliche Integral auf alle der Ungleichheit 

0 < ax n + ßy n *< x 

entsprechenden positiven Werthe von x und y sich erstrecken muss. 

Diese in allen Theilen symmetrische Formel besitzt einen erheblichen Grad von All¬ 
gemeinheit. Ähnlich wie im vorigen Artikel, kann man die entsprechende Formel auch für 
den Fall coustanter Grenzen herstellen. Sind dieselben 0 und oo, so ist: 


oo oo 


jdxjf (ax m + ax "‘ + ßy n ) d v 


i 


1 


1 + 1-1 
(ab — aß) m " 



— A 


(Ja / (aX- — ap) n . (b/i — ßX) m . f (A, p) dp 


1 a 

b 


Man kann leicht bewirken, dass auch auf der rechten Seite die Grenzen constant werden; 
setzt man nämlich 


H = AfJ 

wo y eine von X unabhängige neue Veränderliche bezeichnet, und ändert man nach geschehener 
Substitution rechter Hand die Integrationsfolge, bezüglich X und p, so wird man finden: 

CO oo 

j' dx j'f (ax m -r by n , ax m -f- ßy n ) dy = 

ü 0 


1 

mn 


1 


_L . I_ 
(ab — aß) m n 



(bp-ßf 



f (i Xp) dX 


Setzt man hierin x und ?/ für x m und y n . und schreibt man dann überall - und - für m 

J u 7 m n 


und «, so nimmt diese Gleichung die etwas einfachere Form an: 


oo oo 

j'dx I f (ax + by, a.x + ßy) . x m ~ 1 

U « 


y”- 1 dy = 


1 

(ab — aß) m + " — 1 



(bp —ß) m “ ' dp / A B * + ” " 1 / (X. Xp) dX 


Beispielsweise sei: 

/ (Ä ß) =/(rA + Cfi) —f[X (cp + y)] 

Aus der am Schlüsse des Art. 31 angeführten Gleichung ergibt sich dann der Werth 
des Doppel-Integrals: 
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und da: 


1 

(7 -a ca )" 1 (jb -f- cß) n 


/» />+ 
r (m + n) J 


' f ( 3 ) dz 


05 CO 

/ SO ,« ■ J*•+-'/(.*) * 


so findet man nach einigen leichten Reductionen: 


(a — ap ) 11 — 1 (bp — ß) m ~ l (ab — aß ) m + n ~ 1 r (m) T (n) 

- dp = 


[cp -j- f) 77 * + n 


(ay-\-ac) m (by-\-ßc) n f( 7 n-\-?i) 


ä 3 

Setzt man hierin a und b für - und so ergibt sich hieraus: 

a 0 


f 


(a — p ) n ~ 1 (p — b)™ — 1 (ci — £)** + «—1 r (m) r (?i) 

-dp = 


(c 4- p) m + n 


(a + c) m (b -(- c) n r (m 4- n) 


Für p = b -\- x , 


a 


6 = 1 , c -f J = « folgt die Gleichung: 


l 


x m ~ l (1— x ) n ~ 1 
(x+a) m + n 


dx = 


1 


T{m) T (n) 
(1 -\-a') m a n /’(»»-+- «) 


welche zuerst von Abel bemerkt worden ist. (S. Abel, Oeuvres eompl. T. I, p. 95.) Eine 
andere Bedeutung als die einer einfachen Transformation des Euler’sehen Integrals erster 
Art hat jedoch diese Gleichung nicht, wie man sogleich sieht, wenn in der Formel: 


1 

j t m (1~<)" _1 dt = 


r(m) r(n) 
n) 


die Substitution: 


1 + a 

t = —- X 

x-\- a 


dx = dx 

(«+«)■ 


gemacht wird. 

Nimmt man an, es sei 


und bemerkt man, dass: 


/(A, ix) = e~‘ F(f) 

CXJ 

f t m+n -' f (l, f) dX = r (m + n).F ( P ) 


so ergibt sich die Gleichung: 

Denkschriften der mathetn.-naturw. Cl. XX. Itd. Abhaudl. v. Nichtmitgliedern. 
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JZfe- +,A . f (=±§ . ■ iy = (W- Hp) äp 

oo £ 

b 


Schliesslich will ich annehmen es sei: 


/& P) = 


(! + *)’ 


r-f 5 


Dann wird man weiter finden: 


oo oo 


J dx f 


(ax-\-ßy) r o?”*“ 1 y n—1 

(l + oa . + fy)-+V 


% 


1 /' (»» + w + r) Z 1 (•?) 

(aft —a/9)* +B-1 ’ r(»»+»+»• + «) 


• / ( a — a ^)" * (fy 5 — ßT 1 • P ^P 


35 . 


An die Stelle zweier linearen Verbindungen der Veränderlichen x und y möge nunmehr 
blos eine und das Product der Veränderlichen treten, so dass das gegebene Differential: 

x m ~ 1 y n ~' f (ax + by, xy) clx dy 

sei. Für manche Anwendungen, von welchen später die Rede sein wird, ist es zweckmässig, 
jene Ausdrücke durch neue Veränderliche in der Art zu ersetzen, dass man annimmt: 

ax + by = 2 / 
xy = X*fi 

Aus diesen Gleichungen folgt nun 

1 ± t/1 — abp 

X = / - 

a 

1 + \/1 — ab/* 


und es tritt hier der früher ausgeschlossene Fall ein, dass zwar X und p durch x und ?/, nicht 
aber umgekehrt x und y durch X und p vollständig bestimmt sind. Hinsichtlich der Doppel- 
werthe von x und y sind daher die am Schlüsse des Art. 24 angedeuteten Betrachtungen an¬ 
zustellen. Vor Allem bemerke man, dass 


dx 

dfj. 

dx 

dl 


bl 

+ - — ... — 

2 \/ 1 — abp 

1 + )/ 1 — abp 


dy_ 

dp. 

<ü 


al 

i - •• 

2 |/1 — abp 
1 + |/l — abp 


a 


b 
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und also: 


y' 1 — abg 

wobei die Doppelzeichen durchaus correspondirende sind. Das gegebene Differential erhält 
hiernach die Form: 




a m-\ frl-1 y/\ - 


1 + y 1 — abg 


1 ± V 1 — ab/i 


,/( 2X, )?g) dX dg 


Fügt man hierzu noch die Gleichungen: 


ax by 


l + j/l —abp 1 -{- |/1 — abp 
ax by 

27 _ 2l = 1 


welche sich aus den bereits angeführten unmittelbar ergeben, so übersieht man auf der Stelle 
den Zusammenhang der Werthe von x und y, welcher bei einseitiger Änderung von g oder 
von X stattfindet. Betrachtet man nämlich y als Function von x , so ergeben sich wegen des 
Doppelzeichens zwei Zweige derselben, welche sich in einem Werthe nur dann vereinigen, 
wenn, für ein beliebiges X, die Gleichung 1 — abg — 0 stattfindet oder also 

1 


Die Grenzen des vorgelegten Integrals seien constant, und zwar die unteren Grenzen 
gleich Null, so dass man es also mit: 



V" 1 / ( ax + b !h ™j) dy 


zu thun hat. — 

Bezüglich des Doppelzeiehens, womit der durch X, g dargestellte Differentialausdruck 

behaftet ist, bemerke man nun vor Allem, dass an der Stelle, bei welcher die Doppelwerthe 

1 a 

sich mit einander vereinigen, also für g = — , die Relation ax — by stattfindet, mithin y — — x 

wird, und dass es daher zweckmässig sein wird das Integral in die beiden Theile: 



y" ‘/(« x + tyi x y) dl J und 



y n l f{ ax + b !h xy) dy 


zu zerlegen, und jeden einzelnen zu betrachten. Indem man von einem dieser Theile ausgeht, 
kann man entweder das obere oder das untere Zeichen wählen, muss aber dann an allen Con- 
sequenzen, welche sich aus dieser Annahme ergeben, durchaus und namentlich auch bei dem 
andern Theile des Integrals festhalten. — Ich will nun das obere Zeichen wählen, und von 
dem erstem Theile ausgehen, so dass: 
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x — X 


1 -\- yi — abfj. 
a 


y = 


1 — \/ 1 — abju 
A —-:- 


_ X (2 X — ax) y (21 — by) _ A 

^ bX~ ®A‘ ’ i/1 — cib/j 

Vor Allem handelt es sich nun um die Grenzen /i 0 , /a„ //, /z 1 und A 0 °, A 0 ‘, A,°, A/. Bei der 
oben getroffenen Wahl des Zeichens existirt offenbar kein Werth y = y 0 , für welchen 
x = £ 0 = 0 werden könnte. Dies wäre zwar der Fall, wenn zugleich auch X = 0 gesetzt 
würde, aber es liegt in der Definition aller Grössen /i 0 , /i 1 , /i°, /x 1 dass sie den betreffenden 
Gleichungen Genüge leisten müssen, welchen Werth man der Veränderlichen X beilegen 
möge. 

Dagegen erhält man nun für x = £i = £ den Werth 

_ f (2 A — af) 


Für y = = 0 sieht man ferner, dass 

/ = 0 

sein müsse. 

Was nun aber /i 1 betrifft, so hat man nach Art. 24 hiefür die Gleichung: 

y = ?• m 

oder also im vorliegenden Falle: 

, 1 — y 1 — abfi a } 1 -f-|/1 — abfi 

/ . -t- — T • * • - 

6 6 a 

oder 

-r- V 1 — abjx = 0 
6 


woraus folgt 




I 

«6 


Für A 0 ° hat man die Gleichungen: 


0 = / 


1 -f- y 1 — abfi 


1 — j/1 — aby. 


, 0=1 


woraus nothwendig folgt 


4 ° = 0 


Für V bestehen die Bedingungen: 


0 = A 


1 + j/l — er A/a 


z ^(fo) = -£o = 0 = A 


1 — J/l — abfi 


woraus folgt 

Für A,° hat mau: 


V = 0 




1 + t/l — abfi 




1 — t/l — abfi 
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welchen beiden Gleichungen nur dann gleichzeitig genügt werden kann, wenn man: 

Xy = ^ und /Xy = 0 

Ui 

setzt. 

Für V endlich hat man die beiden Gleichungen: 


^ 1 + |/l —abp 


b 1 + j/l — ab/i 

- / - 

a a 


1 — )/1 — ab/j. 
A --- 
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welchen man gleichzeitig durch die Werthe: 


Aj 1 = «c und /ij 1 = 


ab 


genügt. Setzt man diese Werthe in die Gleichung (IV) des Art. 17 ein, so ergibt sich: 

* i x 

f dx I f (ax + by , xy) . x m ~' y n ~ 1 dy = 

2k,Xf) 




r >’*■-'m[ (1 + VT=^)— v-Vi-wmy! 

a u J J 1/1 — abß 

0 1 fr- 


d/i 


ab 




1 

ab 


1 


0 ) 


Da für y = — die Wurzelgrösse V 1 — ab/x durch Null geht und ihr Zeichen ändert, so 

ist für den zweiten Theil des ursprünglichen Integrals das untere Zeichen jener Wurzel zu- 
Grunde zu legen, also nunmehr zu setzen: 


x = X 


1 — |/1 — ab/x 


y = x 


1 -}- \/1 — aby 


A = +- 


|/1 — ab/i 


Bestimmt man die Grenzen des entsprechenden transformirten Doppel-Integrals, so erlangt 
man auf durchaus analoge Weise wie oben, die Werthe: 


lh = 0 , /i, = 


e (2x—«?) 

b/ 2 


o = J_ , = 

ab ' al 2 


V = 0 


/V = —J 

ab 


- b Ä 

A 0 - £) 


/io 1 = 0 


Xy 0 = as 


* = «7 


Xy 1 = 


a£ + by 


y 4^ 

/A = 


(«£ + ^) 2 


und ebenso: 
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Setzt man nun auch diese Werthe in die Gleichung (IV) des Art. 17 ein, so ergibt sich: 

f V 

f dx j f(ax + by, xy) . x m -' y n ~' dy = 

0 a 

7* 

br t 1 

+ J ^ +B_1 dxj (1 — V 1 (1 + l/l —ab,i) n ~' d t i 


1 


+ -J F + ~‘ d>. f "(X-Vl-abrf-' (1+1/1 -ab,,)-' 7 ==^ 


a£“Miy 


7) ( 2 1 — bTj ) 
a A 2 

£(2 X-a$ 
aP 


+ /* 1 d \f (1 —^1 — «Vf 1 (1 + I 7 1 — afyi)" ’ 

r(2A—6r,) " 


ab/2 

,-i/(2A, AVO 

abjj. 


( 2 ) 


c 7/i 


aA* 


Addirt man die beiden Gleichungen ( 1 ) und ( 2 ) zusammen, so stellt die Summe das ver¬ 
langte Doppel-Integral dar. 

Es ist leicht dieses Resultat in einem gewissen Sinne noch zu verallgemeinern. 
Denkt man sich nämlich unter den Integralzeichen an die Stelle von f [cix + by , xy) über¬ 
haupt mu* < /(a;, y) geschrieben, so hat man in ( 1 ) statt f (x, y) zu setzen: 


/{/ 


1 ~|- \/1 — ab/2 1 — y 1 — ab/2 

- > * - 1 —-- 


in ( 2 ) dagegen: 


f | X 1 — I 71 — } 1 + y'l —aby | 


Sonst aber ändert sich Nichts. 

Ich hebe die folgenden besonderen Fälle hervor. Es sei nämlich 

m — 1 , n — 1 

Dann erhält man aus ( 1 ) und ( 2 ) nach einigen Umformungen: 


oo oo 


j' dx j' f (ax -J- by, xy) x m 1 y n ' 1 dy = 

o « 

* + f« <¥ 

«■ « y 1 — ab/2 J J y/1 — ab/t 


o o 

a£-\-brj 1 


0 0 
«ff hr; 


(0 


+ f ‘mx r <¥ + f = m r ^ <¥ 

J J l/l — ab/2 J J 1 1 — ahn 

? (2 A— " Aj? $ (2A—A^) * 


AA- 


Es seien ferner in (1) und ( 2 ): 

4 » 

? = CO 


y = oo 


a und b positiv, 
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so erhält man, wie leicht zu sehen: 


oo o© 


j dx j' x m * 7 /" l f(ax + by, xy) dg 


- -— f X m + n ~ 1 dX f a \l + Vl — aby) m 1 (1 — Vl — aby) n 1 djl 

a m—\ tyi 1 J J |/1 - abfJL 


-1 - - - f X m+n ~ n dX f (1 + Vl — aby)" 1 (1 + V 1 — aby) 

a m ~ 1 b n ~ 1 J J 

o o 

Setzt man hierin auch noch m = 1, n = 1 , so erfolgt: 


w _i/(2a, A» 
J/ 1 — afy* 


(ii) 


03 03 


j dx j f (ax + 6 ?/, xg) dg = 2 f XdX J ~=== d t l 

,1 n 1 ^ 


(III) 


36 . 


Die zahlreichen Anwendungen, welche die beiden zuletzt angeführten Gleichungen 
zulassen, sind von besonderm Interesse, weil sieh aus ihnen nicht nur bereits bekannte son¬ 
dern auch mehrere bemerkenswertlie neue Resultate ableiten lassen. 

In (II) setze man: 

f {ax -f- by, xy) = e~ k . sin (ax -j- by) 
und mache zugleich die Integration in Bezug auf X zur ersten so wird man finden: 


03 03 


j'dx Jx m 1 ?/” 1 e~ k ^. sin (ax + by) dy = 

0 0 

I o© 

- 1 - - f“\ 1 -f Vl — abu)™- 1 (I — Vl— aba)*-' - ^ —- f e~ hX ^ . sin 2X 

o-*‘ fi—V ' ' i/l—abaJ 


dX 


-i e -wG . s in2XdX 


+ 1 — f a \l — Vl—abu) m -' (1+Vl — abuY- 1 _j|_- f A w+M_1 

a m-l fr-lj \/\—abtlJ 

0 f 

Führt man die Integration bezüglich X nach der bekannten Formel von Euler aus, so 
ergibt sich: 


o© o© 


J dx j* x m 1 y n 1 e~ h . sin (ax + by) dy = 


r (m + ?i) 

a m-l £n-l 


sm 


j(m-f-ft) arctg — —\ 


2 

kV 


m-fn 


(k 2 ß -j- 4) 2 \/ 1 — aby 


VL |^(i + Vl — abpY'- 1 (l—Vl—abyf- 1 

> _ _ 

+ (1 — l^l — aby) m ~ l (1 -f Vl — aby)" -1 j dy 


0 
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Auf ganz analoge Weise erhält man auch: 

oo oo 

j'dxj' x m_1 y H ~ i e~ kyr *y . cos (ax + by) dy = 


r 

a m — 1 b n ~ 1 


i 

ab i 2 

cos 


[q + -«w- 1 (i-^i-«w— 


(Ä 2 /^ + 4) 2 |/ 1 — rtfy* 


-f (1 1 — V\ — abi±) m 1 (l -{-Vl — ab[i) n 1 j dfi 


Man sieht hieraus, dass jedes dieser beiden Doppel-Integrale sich vollständig finden 
lässt, wenn m und n ganze Zahlen sind, und dass jedenfalls das Differential bezüglich ji alge¬ 
braisch wird, wenn wenigstens m -f* n eine ganze Zahl ist. 

Angenommen es sei m = 1, n= 1, so folgt: 


oo oo 


I dx j' e~ k ^ x y sin ( ax -f- by) dy — 8 k j' — - 


\ fl dfi 


oo oo 


f dx j'e~ k ^ x y cos (ax -f by) dy = 2 j' — 


j/l -— «V . (4 -}- & 2 /z) 2 

i 

ai Je 2 y — 4 dy. 

(Jc~y 4)' |/ 1 — aby 


Setzt man in der erstem Gleichung: 


1 — aby 


= t z 


dy = 


2 t dt 


(1 — abt~y 


in der letztem dagegen: 

1 — aby -- f , 
so gehen die Integrale rechter Hand über. resp. in 

2 t- dt 


2 t 

dy = - — dt 

O 


f 17 


+ (4«&+FKr i 

4 (4 ab + k ) “ 


und 


/’ kr — 4 ab — kr t 1 i 

/ (k 2 +4 ab—wey 


J (* 2 + 


“j/ kr -j- 4 (ib -f- Je 
lt ' +ial ' (f + 4«4)T * / *’ + ' 1 “ S “ * 


los: 


Dies vorausgesetzt hat man also die beiden Resultate: 


oo oo 


I dx I e~ k ^ x y . sin (ax + by) dy = 


2 TtJe 


oo oo 


(P-f 4a£) 2 
4 


I dx f e~ k v -y cos (ax + by) dy = — - ■ + 


2 Je , i/t- + 4^6 + /t 
log 
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Die erstere dieser beiden Gleichungen fand meines Wissens zuerst Cauchy; beide 
sind mittelst ziemlich verwickelter Reihenentwickelungen hergeleitet in einer der Noten zu 
dem „Mdmoire sur la thdorie de la propagation des ondes . . . (S. M^moires presentes 

par div. sav. T. I. 1827.) Um seine Form zu erhalten braucht man nur a = 1, 6=1, 
und 2 k für k zu setzen. 


37 . 


In der Gleichung (III) des Art. 35 setze man für f {ax -f- hg, xy ) einmal 

./— sin Je\/ xi/ , . . . w— cos Je] xy . , . 

e —xYxy ' -—i- cos {ax -f- by) und dann e~~ xVx y — _— sin {ax f by) 


V xy 

so wird man erhalten 


\/xy 


oo oo 


cos 2 XdX 


fdx fie- x ^ x ’J . sin 1 . cos { ax -f by) dy = 2 f ——— ^ . / e~ xX ^ . sin kX Vp . 

J J \/xij J fg . 1/1 —abg J 

OO OO ■ _L_ 

I dx fie—*^ x y. cos ^'l t s j n { ax Im dy — 2 / ———I e~ xX ^ . cos kX V g . sin 2 XdX 

J J ]/xy J fg.fl-abgJ 


Nun ist aber: 


oo 

j' e~ rX cos o.X sin ßX dX = — | — 


a 4- ß 


a — ß 


+ ßr + f f-ßy + f 

0 

folglich kann man die beiden auf X sieh beziehenden Integrationen ausführen und erhält: 


oo oo 


f dx f c~ x ^ x y Sm -— - g - cos {ax + by) dy = 
• f x >J 


r ui clg 

J \Ä fl ~ 


k 1 g + - k \ g 2 


ab ( {Je fg + 2) 2 + xp {Je fg — 2/ + v:g 


und ebenso: 


oo oo 


r ub _ ± 

*/ xf x 1 


C 7 C v— cos k V x u ■ 

/ dx / e- xVx, J - - s » 

J- 1 d + - 


0 0 
•<* dg 


e —x r xy - -_f — sin {ax by) dy = 

f x, j 


Je fg — 2 


abg ( {k fg 2) 2 -j- x'g {Je \/g — 2) 2 -(- x t l 


Wie man sieht, können nunmehr auch die Integrationen bezüglich g vollständig aus- 
areführt werden. Beaektcnswerther als die hierdurch sich ergebenden sehr weiläufigen Resul- 
täte ist jedoch die Erörterung des besondern Falles, welcher der Annahme x = 0 entspricht. 
Der erste Theil der Integrale rechter Hand ist alsdann: 

dg 


/ ab 

{Je \g 


+ 2) fg . fl —abg 


Denkschriften der mathem.-naturw, CI. XX. Bd. Abhandl. v. Niehtinitgliedcrn. 
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Dieses Integral hat stets einen bestimmten Werth, "welcher sich leicht finden lässt, wenn 
man etwa setzt: 


*V = 


: X 


Es folgt alsdann: 

V 1 — cib[± = — 


ar 2 + 4 ab 5 |/^ 

x 2 — 4 ab 


du _ ar — 4 «6 

= — 8 . —-;—— dx 


x 2 + 4 ab 
so dass das Integral übergeht in: 


(ar -|- 4 ai) 2 
t/r . o _ 2 ( x * + 2 * x ~ + 4 

’ P + “ x ! + 4ab 


2 Y7b 


J 


dx 


x 2 + 2 £a? + 4 ab 


2 k 

— arc cos 


|/ 4 -— Ar 

1 

f/ k 2 — 4 ab 


2 \f ab 


, wenn 4 ab — k? > 0 


(ä-|-i/& 2 —4a&) 

log- - —t - ? wenn k — 4 ab > 0 


4 «6 


Der zweite Theil der auf \x sieh beziehenden Integrale unterscheidet sich vom ersten 
nur durch das Zeichen von k\ er ist 


2 Vab 


■/- 


dx 


; 2 — 2 kx -(- 4 ab 
0 

und zwar in der ersten Gleichung abzuziehen, in der zweiten zu addiren. — Der Werth 
desselben ist 


y 4 ab — Ar 

1 


arc cos 


— k 
2] ab 


, wenn 4 ab — Ar > 0 


j Ar — 4 ab 


, (ä — l/£ 2 — 4 ai)* 

log ---—-- , wenn k~ — 4 ab > 0 


4 ab 


Verbindet man nun diese beiden Theile in der angegebenen Weise, so ergeben sich die 


folgenden Gleichungen 


CO Osi* , _ 

f dx ( cos (ax -f by) dy = --- ( 2 arc cos —~ — - ) , wenn 4 ab Ar > 0 

J J \/xi, \/4ab — Ar V 2l fab ) 

0 0 f 


1 i (A? —j - V k~ ■— 4 ab ) , ? 

- log-. wenn k~ — 4 ab > 0 

-* 16 ad 2 


y/Ar ■ — 4 ab 


OJ c>o 


/ dx f - C0 ~- - — sin (ax -j~ by) dy = — * . 

J J 1 / xii 14 ab — k ' 1 

0 0 ’ 


= 0 


wenn 4 ab — Ar y> 0 
wenn k 2 — 4 ab > 0 


Die Resultate der letztem Gleichung, wonach das Doppel-Integral eine discontinuirliche 
Function ist, fand zuerst Cauchy in der erwähnten Abhandlung, ebenfalls mittelstunend- 
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lieber Reiben. — Schliesslieh noeh die Bemerkung-, dass, wenn man in der zweiten Gleiehung 
dieses Artikels k = 0 setzt, daraus die Gleichung: 


oo oo 


fdx fe-^-y dlJ = 2 [ 1 * ■ - . fe-^y sin 2X 

' J \/xy J l/ß • l/l —« 6 // i' 


|//* . f/1 — «6// 




hervorgeht, deren rechte Seite nach Ausführung der auf X sich beziehenden Integration 


übergeht in: 


/ °b 

(x 2 u - 


dji 


(xp -f- 4) y/g . ]/l— abg 

Fiibrt man auch diese Integration aus, so wird man erhalten, und es folgt somit die 

' 4 o.b —p A -w 

sin (ax + by) 


Gleiehung: 


oo o© 


jdxj 


e —xvxy 


9 TT 


V x v 


dy = 


j/4 ab tc 1 


welche für a = 1,6 = 1 ganz mit derjenigen übereinstimmt, welche Cauchy a. a. 0. aus 


der Betrachtung von Reihen erhielt. 


38 . 

In der Gleichung (III) des Art. 35 setze man für f (ax -f by, xy) einmal: 

4 /— sin k\I xy . , . . . . 4 /— cos h 1 /xy 

e —xYxy - 1 sin ( ax ty) und dann: e~ xV X 'J -— - cos (ax + by) 

V XI J I /x, J 

so wird man nach Umkehrung der Integrationsfolge der Veränderlichen X und g finden: 

o© o 

j* i dx j* e 


OO oo - _ 00 

e —x sm s j n ( ax _j_ (yß d y — o j' — '- 1 — j' ß—xi^ß sin kX V g . sin 2 XdX 

n o ' n • V 1 a by 0 


OO OO 


flxf, 


yfxy 

4/ — cos k 1 / xu 
,—* y xv f 

\/xy 


e —x y X y 


0 0 

Nun ist offenbar 


_ OO 

cos (ax 4- by) dy — 2 f ————— — f c~~ x ^ eoskxVg . cos 2 XdX 

J\/y.yi-abgJ 


OO 

f ß—'A sin aX sin ßX dX = ~ j --, — -- - j 

J 1 2 \ (a — ßy -j- r («—/?) + r ) 

0 

oo 

f e~D cos aX cos ßX dX = - I --—- + 7 - Lrr ~ i 

J 2((a—ß) i + r (*—ß)+r) 
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Es lassen sich also auch hier die beiden Integrationen nach X sogleich ausführen, und 
man erhält: 


CO CO 


I dx I e~ x ^*9 sm kyxy g j u ^ ax _|_ ^ ( iy _ 

' J 1 / XV 


0 C 

1 

dy 


f' a, ‘ dy 

A J i/r= 


V x n 

1 


und ebenso: 


j/1 -— aby ( (Je p y -— 2 p d - x~y \Xy -p 1)" + x 2 fi 

00 00 _ 

/ , C 4/— cos k y xy , 7 v , 

clx / e~ xVx y - _ cos (ax + by) dy = 

* ^ 1/ XU 


r ab dy 

\l l 1 -dy 


V x y 

1 


+ 


aby ( {Je 1 y — 2) 2 -f x ! l (k ! l + y 

I)a sich auch die Integrationen bezüglich y ausführen lassen, so sieht man dass die 
beiden Doppel-Integrale in endlicher Form gefunden werden können. 

Von Interesse ist jedoch nur der specielle Fall für x. — 0. Es ereignet sich nämlich 
auch hierfür der Umstand, das beide Integrale rechter Hand verschwinden, wenn (Ar — 4 ab) 
negativ, dagegen einen von Null verschiedenen Werth erhalten, wenn jener Ausdruck positiv 
ist. Um dies zu zeigen bemerke man vor Allem, dass das auf das zweite Glied sich bezie¬ 
hende Integral, nämlich: 


1 

* ab 


r a, ‘ dy x 

J )/ 1 — aby (k\/y-\-2f 


+ x'y 


unter allen Umständen mit x verschwindet, so dass man es also nur mit dem ersten Gliede 

1 

reb dy 
J J/ 1 — al 


aby (k \y — 2/ -\- x*y 


zu thun hat. Es sei nun k so beschaffen , dass kVp — 2 niemals Null werden kann, so lange 
a zwischen 0 und — liegt, so dass also der Ausdruck kVy auch für den grössten Werth von 

ab 

y den Werth 2 nicht erreicht, und daher 

—77 — 2 < 0 oder Ar — 4 ab < 0 

■)/ ab 

Alsdann bleibt, wie im vorigen Falle, auch für x = 0 der Nenner stets von Null verschieden, 
folglich das Integral endlich. Mit x = 0 werdend verschwindet also der ganze Ausdruck. 

Anders aber verhält es sieh in dem letzten noch zu betrachtenden Falle, wenn k 1 y — 2 

für einen zwischen 0 und — liegenden Werth von y verschwinden kann, oder also: 

- - — 2 > 0 oder k 2 — 4 ab > 0 

\/ab 

ist. Dann erscheint das Integral als zu der Classe der sogenannten singulären Integrale 
gehörig, deren Werth blos aus einem unendlich kleinen Intervall der Grenzen entspringt und 
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zu welchem aus (len übrigen Intervallen kein Beitrag geleistet wird. Im vorliegenden Falle 

4 

bildet jenes Intervall die unendlich nahe Umgebung des Werthes /r = — , für welchen der 

rC 

Nenner ( kVp — 2) 2 -f x 1 p mit x verschwindet, und daher das entsprechende Element des 
Integrals unendlich gross macht. Ich will nun vor Allem das Integral in die Form 


r ,<4 du l 

■i yfc'yfT. 


ab 


{k ]/p — 2 f + y?(i 


bringen und von der Bemerkung ansgehen, dass, weil nur die in unmittelbarer Nähe von 
4 

/i = — liegenden Werthe in Frage kommen, der Factor 

kr 


- ab = — Vk? — 4 ab 

f* 2 

als constant vor das Integralzeichen gesetzt werden kann. Setzt man zugleich auch 




X 


so ergibt sieh : 


dp 

Yß 


4 dx 


CO 

-=4=f - 

1 f kr — 4 ab J 1 
} 2 Wu 


x dx 


(k — xf + x 2 

Bezeichnet s eine sehr kleine Grösse, so verschwinden, für x = 0, offenbar diejenigen 
Theile dieses Integrals, deren Grenzen resp. von 2 1 ab bis k — e, und von k s bis oo 
sieh erstrecken, so dass allein das Zwischenglied: 

£+* 

2 r x dx 

\/lc- — Tab J f — *)* + * 2 

übrig bleibt, welches um so näher den ganzen Integralwerth darstellt, je enger das Intervall 

h — £ bis k -f- £ genommen wird. Führt man nun die Integration aus, so erfolgt: 

4 fe\ 

— — arctg ( - I 

■j/ Ar — 4 ab V* J 

Hieraus lässt sich leicht, erkennen, was für ein in Null übergehendes x hervorgeht. Für 
x = 0 wird nämlieh der eine Factor 


arctg - 1 = — 


und für ein gleichfalls ohne Ende abnehmendes s stellt der andere Factor 


j/ Ar — 4 ab 

bereits den richtigen Grenzwerth dar. 

Fasst man diese Resultate zusammen, so folgt, dass jedes der beiden Integrale: 
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= 0 , wenn 4 ab — k 2 > 0 

2 7T ^ 

= — , wenn kr — 4 ab ß> 0 

-4«J 

Für das erstere Doppel-Integral stimmen diese Ergebnisse genau mit denjenigen 
überein, welche Cauchy a. a. 0. auf ganz verschiedenem Wege gefunden hat. Soviel mir 
bekannt ist dagegen das zweite Integral bis jetzt nicht in Betracht gezogen worden. 


39- 


Setzt man in der Gleichung (III) des Art. 35 für/ ( ax -f by, xy) den Ausdruck: 

sin h \/ xy sin (ax -|- by) 


\/xy 


ax -f- by 


so wird man finden: 


CO CO 


sin . X) 0 


sin 2 X dX 


f dx f sin k V_ X, J sin (ax + by) ^ _ / “* dß C 

o o V xl J ax + by / p/ . V 7 1 — ab/J \ 

Um zuerst die Integration nach X auszuführen, kann man von der bekannten Gleichung: 


-r* 


cos aX — cos bX 


dX = - log 


r + * 2 

f+a- 


ausgehen und bemerken, dass 


cos aX — cos bX = 


. a — b . a-\-b 


sin 


X sin 


und also, wenn: a — a-\-ß, b = a — ß gesetzt wird: 

/ 


„) sin ßX . 

o r* -- eir 

X 


e ' ——— sin aXdX — — log 


und für y = 0: 


1 1„„ fr+fl'+r 

* ° («—ft’ + r 


C s!n ß* • , j, 1 , f a +ß\ 2 

J —«”<■!•<«= J log (;—ß 


Setzt man hierin: ß = kV/i., o. = 2 und substituirt dann den Werth des Integrals in die 
obige Gleichung, so folgt für deren rechte Seite der Ausdruck: 

1 f 'L ± _ i„g 

4 J 1Ai. 1/1 — abu \2 — k\ / ti) 


\/p. . J/ 1 — abj j 

Setzt man darin, der Vereinfachung wegen: 
ab . fi = cos 2 x 

so erhält man: 


dp 2 sin x ^ 

y p y ab 


A= r dx . log p^+^ y 

y ab J \2 y ab — Je cos x ) 
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Ob sich dieses Integral in endlicher Form darstellen lässt, oder ob es nur einer Reduc- 
tion auf eine einfachere Quadratur fähig sei, will ich auf folgende Art zu entscheiden suchen. 
Es seien a und ß zwei Constante und zwar sei: 

0 < a <; - und — 1 < ß < + 1 

so ist offenbar: 


fdx = f d y f 

J J y cos x + 1 J J J 


cos x dx 
y cos x -f- 1 


Führt man auf jeder Seite die erste Integration aus, so findet man: 


' 9 

/ log (1 -f ß cos x) dx — ( — ' a — • - f — arctg 

■ ' V [ v 1 — ?/* 

o 0 Y J 

Schreibt man - - ß für ß ) und — y für ?/, so erfolgt: 


(fe - t,xns i)\ 


a ß - - 

J log (1 —ß cos x)dx = -== arct o (j/ jZTy • tan g y) | 


V 1 - >f 

Die Differenz dieser beiden Gleiehungen gibt: 


/ l0 * dx = 2 i arotg (/ ' tang f) “ arclg (l 

Das Integral rechter Hand lässt eine beträchtliche Vereinfachung zu. In der That, 
setzt man: 

y = sin x , dy = cos x dx 
so gelangt man zu der bemerkenswerthen Gleichung: 


r l 4 - ß cos x r dx 

f log--- dx = 2 / -— aretg (sin a tan» x) 

J ö 1 — ß cos a: J sin» ö V ö ’ 


arcsin ß 

dx 


0) 


Für a — — folgt hieraus: 


/ ■-' 14- /? COS X , ^ /* £C 

log 7 - -4 - dx = 2 — 

1 — /? cos sc ./ sm : 


arcsin /? 


dx 


Hieraus geht nun zur Genüge hervor, dass von einer Darstellung des vorliegenden Inte¬ 
grals in endlicher Form nicht die Rede sein kann. Ich erwähne dieses Umstandes auch darum, 
weil aus einer Formel von Lobatschewsky 1 ) (M6m. Kasan. 1836. II, p. 23) für jenes 


Integral sich der Werth: 


2 X log sec 


ergibt. 


(x 1 n \ 

: I — — — arccos ß j 


S. Bierens de Haan. Tables cVintegrales definies. T. 343, Nr. 13. 
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Dies vorausgesetzt, hat man also: 
_ 

sin Je \/ xy sin {ay -f- by) 


OO ©O 


fix f sin *r 

■' ■' V*'j 


ax -}- by 


dy =z 


y'ab - 


f 


arcsin ■ 


-Val* x dx 


sm x 


wenn 4 ab — kr <f 0 


Die oben gefundene Formel (1) ist nicht mehr brauchbar, wenn der absolute Werth von 
ß die Einheit übersteigt. Dann muss in der Gleichung: 


f l0 «i 


1 -f- ß COS X 
-f- COS X 


dx 


■M ; 


cos x dx 


y cos x -{- 1 


die Integration nach x auf der rechten Seite durch Logarithmen statt durch Bogen geschehen, 
wobei man findet: 

“ iio ( i Vv~\~ 1 + V V — 1 . tan« 1 — 

/\ 14-/3 cos x _ C du ( 1 , r j i } j o 0 ) 

/ 1 0 £ ~—r- dx = — l a -log --- - | 

0 i { vy , 1 y y +1 — y y —1 . tang _ > 

Führt man in gleicher Weise in der Gleichung: 


Z* ’f— * =/*/= 

0 1 0 

die Integration aus, so erfolgt: 


- cos x dx 
y cos x-\~ 1 


- io *7 ( -i V V — 1 -j- t/ V -f-1 . tan«: ( L 

r. 1 — ß cos x _ r dl/ 1 , 1 J 1 } J r * 9 ) 

/ ]o g i - dx — I —— < o. - - log -- -- 

(, o 17 1 »2/ 1 vy — 1 — V y+ 1 • tang- > 


also durch Subtraction der beiden Gleichungen: 

O 


r 1 -\-ß cos x r x 

I'°S fz_7^r7 ix = - 2 J >°S lan 6 2 dx 


+ 


dy 


log 


(Vy — 1 + 1 / y+i • |) (V 2/+ 1 — Vy- 1 • tan s 

Z y Vv* [Vv~ l — V y+ 1 • tan s (v^d - 1 + i 7 */— 1 • tan g 

Auch hier lässt das letzte Glied eine beträchtliche Vereinfachung zu, wenn man: 


J v \ f \ 


i/— 

V y+i 


y — 1 x 

- - — taug — 

y+i ° 2 


y = see x , dy = sin x sec 2 x dx 


substituirt. Nach einigen Umformungen erhält man nämlich: 

arcsec ß 


r /1+ßcosaA 2 T ( x\ 2 r /sin (a-f a?) \ 2 

I Io s (rj^n:) dx = - 2 / lo - ( tan ® Ö dx + log LL f?:r • • 


( 2 ) 
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Diese Gleichung ist nur so lange giltig als ß cos a nicht unter die Einheit fällt. Durch 
die Gleichungen (1) und (2) ist die Transformation des in Frage gestellten Integrals fiir alle 
Fälle gegeben, in welchen es nicht unbestimmt oder unendlich gross wird. 


40. 

Der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Veränderlichen sei den Gleichungen 

* = y.) = (r* + s)' a (o/i + b) n 
y = Y(X,y) — {rk + *T (o/i + ßT 

gemäss festgestellt. Man erhält dann, wie leicht zu sehen: 

A — mnr (aß — ab) . (i'X + s) 2m_1 . (a/i -f b) n ~ i . (a/j + ß) n ~ 1 
und wenn die gegebenen Grenzen des Integrals nach x und y constant sind, so ei’geben sich 
diejenigen bezüglich der neuen Veränderlichen wie folgt. Es ist 


also: 


/i = — “ + 


x 


/io = -+ 


a (rA -f- s) n 

1 

_ 

VI 

a (rX -\- s) H 


/i 


a 


y” 


a (VA + s) n 


/i 1 -- + 


fl" 


a (rl -f- s ) n 


✓=-* + 


VI 71 

7 n 


a (rl s) n 


/i 1 = - - + 


VT 


a (rX -}- s) n 


Daraus findet man auf bekannte Art, die weiteren Grenzen-Werthe: 


2. J_ n 

_L I ( al >o n — g fo n \'" 
»• ' * \ aß — ab ) 

_L 1 n 

s ^ 1 X arj 1 ” — 

r 1 r aß — ab ) 


J 1 n 

ä j_ 1 ( a v° n — 

r r aß — ab ) 

L 1 IL 

£ 1 — «ci” V‘ 

r r \ aß — ab J 


Da hierdurch Alles gegeben ist, was zur Darstellung des transformirten Integrals ver¬ 
langt wird, so scheint eine weitere Ausführung derselben nicht nöthig zu sein. Wohl aber 
verdienen einige besondere Fälle einer nähern Beachtung. Es sei nämlich: 

£ 0 = 0 » Vo = 0 5 fi = £ 7 57, = v 


Ausserdem nehme man an, es sei 

?• = 1 , s = 0 , a = 1 

Dann ergibt sieh: 

/io = 0 , /r" = -(- 1 , 

v = 0 , v = e- 

A = mn . X - m ~ 1 /i B-J (1 — /i) ?!_I , 


II 

II 

- 1 , ß = 1 

1 VI 

Pt = f-r" 

1 

, /i 1 = 1 - 5?"^ 

N> 

0 

II 

<< 

81 M 

, = (r + 

cc = X m /f 

1 

5 

II 

S!i 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Rd. Abhandl. v. Nirhtmitglicdern. 


x 
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Substituirt man diese Wertlie in die Gleichung (III) des Art. 17, so findet man nach einigen 
Umgestaltungen die folgende Gleichung: 


<7 

jdx Jf (x, y) dy = 


mn 


? 1 75 l 

j j' X 2 ’"~ 1 dl j' (p — -p v ) n ~ i f[X m p n , X u ( 1 —/jt) 7 ‘] dji-\- f A 2 ’"~‘ dl j'(p — p 2 ) n ~'f[l m (l — p) n , X"ji n \ dp. 


?i v 

V * 






4 -mnj X 2 ’“- 1 dl j j (ji—fi 2 ) H - 1 f[l m fi n , l m (1 —/X) n ] dp + j'(ji—v) n 1 f[l m (l— p) n , **>“] dp. 

0 0 0 
worin die Symmetrie bezüglich c und rj deutlich hervortritt. 

Nimmt man hierin die besonderen Wertlie m = 1, n = 2 an und setzt zugleich auch: 

p — cos 2 0 , dp — — 2 sin 0 cos 0 dt) 

so kann man der Gleichung nach einigen leichten Umformungen die folgende sehr einfache 
Gestalt geben: 

£ r , 

J dx f f (x, y) dy = 

0 0 

£ arccos -y V arccos y 

j' l dl j' f(l cos 0i l sin 0) dO Jl dl j' f(l sin 0, l cos 0 ) 


dO 


Vp+v 0 


Yp+v 0 


Y¥ 


<r"r V — 


-f- Jl dl j' f (l cos 0, l sin 0) 


dO 


Diese Formel wird iu vielen Fällen von Nutzen sein, da, wie bekannt, die zu Grunde 


liegenden Substitutionen: 


x = l cos 0 


y = l sin 0 


häufig die gewünschte Umgestaltung des gegebenen Differentials bewirken. 
Ist f == go und y = co, so ergibt sich : 


Oö o© 


j dx j f (x, y) dy =J'ldlj' f (l cos 0, l sin 0) 


dO 


Es sei z. B. 

f(x, y) = e-*<* +A 

so gibt die angeführte Formel unmittelbar: 


Oö Oö 


f dx f e- k '-^+Y) dy = f l dl f l e- kt »^'- e+ ^ e) de 
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oder was dasselbe sagt: 


oo cc 

j j e~ k ' dx J* = | f e ~ k ' A! . / f/A 


Das rechter Hand noch stehen gebliebene Integral lässt sieh unbestimmt linden und hat den 

Werth —— und man erhält somit die bekannte Gleichung: 

2 k 




Es sei ferner: 
so ergibt sich unmittelbar: 

O 

oo oo 

j' e~ x ' ar w—1 dx j e~ v% y 
*0 *0 
Bemerkt man aber, dass: 

oo 

./ 


fix, y) e - ( *' +t/3) .x 2m ~' y 2n ~ l 


n ~ 1 dy = J eos 1 


6 sin 2 ”” 1 0 dd 


f 




e~* z x 2m 1 


1 dx = -i- f e * . x’ n ' dx = / ’(m) 

0 

so geht die so eben gefundene Gleichung über in die folgende 

— T(m) l'(n) = T{m-\-n) j' cos 2 ” -1 0 sin 2 “ -1 0 dO 


woraus man sofort erhält: 


OS 2 ”'- 1 0 . sin 2 ”- 1 0 dO = l . ‘ ^ ^ 


Es sei hierin: 

cos 0 = Vx 


sin 0 = V 1 


x 


2 I '(m -j- n) 


dO = 


dx 


2 ]/ x • |/1 — x 

so verwandelt sich diese Gleichung in die bekannte Relation der Euler’sehen Integrale erster 
und zweiter Gattung, indem man erhält: 

r . . 7 r(m) Hu) 

/ x m ~ l (l— x) n ~' dx = ■ / ■ - -- < 

J ' / (m + »i) 

o 

Ieh will ferner noch annehmen, es werde an die Stelle von f (x, y) der Ausdruck: 

.ffffrf) 

V ax ~ + ipj 

gesetzt. Man findet daun aus der frühem Gleichung die folgende: 


oo oo 


f dx f ^ ^ + y>) dy = ff (X 1 ) dX [ 2 -= 

J J | / cix 2 -\-by 1 J J \/a 


dH 


\/a cos 2 H + b sin 2 H 
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Vorausgesetzt, dass a positiv und - < 1 sei, lässt sich das auf Ö beziehende Integral in 
die Form: 


1 /» 2 dH 

v»J Vi—(i—!)»»’* 

0 

bringen und man hat dann, wenn zur Bezeichnung dieses elliptischen Integrals nach Le- 


gendre das Zeichen F 1 (\^ 1 — angewendet wird, die Gleichung: 

d!l = ± f- (Vi -t). f/m 

V a a J 


f dx I 


/ QF + r) 

\/ ax l + W 


dX 


welche man auch auf anderem Wege leicht finden könnte. 


41. 


Um in einem bestimmten Falle die oben betrachtete Transformation anzuwenden, wenn 
die Integrations-Grenzen veränderlich sind, seien dieselben gegeben durch die Ungleichheit: 


x 


o < - + 

cr 


r 

b 1 


< 1 


Es seien ferner in den Ausdrücken: 

x = (rX + s) m (an -j- b) n 
die besonderen Werthe 


r = 1 , s = 0 


und 

m = 2 

auch werde <r für a gesetzt, so dass also: 


y — (rX + s) m (an + ß) H 
b = 0 , ß = — a. 

n = 2 


X 


= X 




a VX/i 


y = Y&rt = b vx (i — n) 

Angenommen nun die Integration habe sieh nur auf alle positive Werthe von x und y 
zu erstrecken, welche jener Ungleichheit Genüge leisten, so ist 




« L Yas—x 2 

f dx j f (x, y) dy 


das zu betrachtende Integral, also: 

£o = o > 6 — a ) 9° 0*0 = 0 5 

Hierfür ergibt sich aus den bekannten Gleichungen: 

<p 1 (x) = — V a: — x J 

a 

o 

II 

o 

i 

/il = T 

, n°= i , 

y 1 unbestimmt. 

V = 0 

V = i 

, Xß = 1 , 

V = i 
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Auch findet man: 


A = 


ab 


4 VA — A 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (X) des Art. 21, so folgt: 


ff f (*, y) dx dy = f I dX f /[« ^ dg 

wobei alle positiven Werthe von x und y zu umfassen sind, welche der Bedingung: 


. x ■ y 

0 < - + < 1 
a o 


entsprechen. Setzt man X = p 2 , g — cos 2 0 so wird 

fl f ( x , y ) dx dy — ab f pdp f f (ap cos 0 , bp sin 0) dt) 

0 0 

Handelt es sich z. B. um den Inhalt des Quadranten der Ellipse, so ist f ( x , y) = 1 zu setzen 
und man erhält, wie cs sein soll, —ab für den Werth des Doppel-Integrals. 


42. 

Unterwirft man den Ausdruck 

f(x 2 — 2 xy cos y + y 2 ) 


dx dy 


der doppelten Integration, und soll derselbe alsdann durch neue Veränderliche transformirt 
werden, so eignen sich hierzu die Relationen: 


x 


= Xß t ^ ~ aX\ 1 — b 2 g 2 — hg V1 — a 2 X 2 

y = y (A(rt = alVf—Uy + bgVT^tf)? 
worin unter a und b positive Grössen verstanden sind. 

Aus diesen Gleichungen folgt zunächst: 

y = H aX V\ — 6 2 /r , xy — a 2 X 2 — Irg 2 


x 


X 


+ y 2 = 2 [ a 2 A 2 + b 2 g 2 — 2 a 2 b 2 X 2 g 2 J 


Dessglcichen erhält man: 


x 2 — 2 xy cos 


y -)- y 2 = 4 f a 2 X 2 sin 2 — -|- b 2 g 2 cos 2 — — a 2 b 2 X 2 g 2 j 

(1 - x 2 ) (1 - y 2 ) = (1 - « 2 A 2 - b 2 g 2 ) 2 
Hieraus folgt: 

V(1 — x 1 ) (1 ~f) = 1 - a 2 A 2 — b-g- 

wenn nämlich vorausgesetzt wird, es solle in der hier vorliegenden Aufgabe stets der posi¬ 
tive Werth dieser Wurzelgrösse genommen werden. — Ferner findet man: 

« 2 a 2 + by — i 


A = 2 ab . 


y/l — d‘X 2 . |/l — by 
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so dass sich das vorgelegte Differential in den folgenden Ausdruck verwandelt: 

— 2 ab ./[ 4 (a 2 X 2 sin 2 ^ -ff b 2 y- cos 2 - — arb 2 X 2 y 2 ) J . 

Ohne der Allgemeinheit zu schaden kann man hierin 


\Zl-a-X-. y/l — by 


a = cos — 


b = sin 9 


setzen, so dass nunmehr 


• » r 


x = X cos -1/1 — y 2 sin 2 - — y sin 


y = X cos 




. o r 




1 — X 2 cos 2 4 


« r 


0*0/ | • / 1/1 >o o / 

/r snr - -ff /i sin - |/ 1 — A- eos~ - 


wird, und der gegebene Differential-Ausdruck die Form 
/ [ sin 2 y — (1 — Xc) (1 — y 2 ) sin 2 y) . 


— sin y . dX da 


1 — P cos 2 £ . y/" 1 — A 2 sin 2 XL 


erhält. Um die Bestimmung der Integrations-Grenzen bezüglich X und y an einem bestimmten 
Falle durehzuführen, will ich annehmen das Doppel-Integral habe sich auf alle positiven 
und negativen Werthe von x und y zu erstrecken, w r elche der Bedingung 

0 < x 2 -ff f < 1 

Genüge thun. Dann sind die Grenzen des Doppel-Integrals offenbar: 

Co = — 1 < c, = -ff 1 


<f° (x) = — Vl — X 2 , <p x (x) = -ff Fl — X 2 

Die Werthe y 0 , y t ergeben sich, wenn man aus der Gleichung 

x — aX .Fl- — b 2 yr — by V 1 — a 2 X 2 

den Werth 


by = — x V 1 — a s A* + aX V 1 — sr 
ableitet und darin x = — 1 und x = -)- 1 setzt, wie folgt: 


th — "b 


\/l — a-p 


y x = 


\/l — crP 


b 1 b 

Wenn für irgend einen Werth von X die Veränderliche y zwischen diesen Grenzen liegt, 
so bleibt, wie oben vorausgesetzt wurde, der Ausdruck: 


F(1 — x 1 ) (1 — y~) = 1 — cir X 2 — b 2 y 2 — (Fl — rr A 2 — by) (Fl — er X 1 -ff by) 
in der That beständig positiv. 

Was nun ferner die Werthe /ff 3 , y 1 betrifft, so müssen sie sich aus der Gleichung: 

o.o i 

x- + y = \ 

ergeben, welcher sie Genüge leisten müssen. Daraus aber folgt, wie leicht zu sehen: 

1 - 2 U 2 y 2 = 2 a 2 X l (1 - 2 b 2 y 2 ) 
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und dieser Gleichung wird, was auch X sein möge, entsprochen wenn man 

1 

u — ± * — — 
b )/ 2 

setzt. Hierdurch sind nun //, f bis auf die Zeichen gefunden, welche sieh wie folgt bestim¬ 
men lassen. 


Da /i° der Bedingung y = f{x) = — V 1 — x 2 entsprechen und für y einen negativen 
Werth geben soll, so überzeugt man sich auf der Stelle, dass 


/ = 


b j/2 


f = + 


b \/2 


zu setzen ist. 

Für +" hat man die Gleichungen: 


— 1 = aX V 1 — b~fi 2 — bji V 1 — dr) l“ oder — 1 = 2 aX Vl — b'/T 

0 = aXVl — b’/r — hg 1 1 — erX 2 oder + l = 2 bjiVl — - ar X? 
woraus man sieht, dass + ü negativ (/.i 0 ° dagegen positiv) werden muss, und zwar findet man 

; o _ _ 1 

'° a 1/2 

Für // hat man aus ähnlichen Gründen die Gleichungen: 

+ 1 = 2 aX VT— 6-/r 

— 1=2 bg Vl — a-A- 

woraus folgt: 

1 


V = 


a )/2 


In gleicher Weise findet man die iiberigen Werthe 

1 


V = 


; ° — ' 
/, — -r 


a \/ 2 ' ' ' a y 2 

Dieses vorausgesetzt, substituire man die gefundenen Werthe in die Gleichung (IV) des 
Art. 17, so ergibt sich: 

[f/(*‘-s«,'o.r + l n ix dy = 

I 1 X“ . ]/1 — lf 


2 ab 


a V ^ ^" / [ sin 2 y — -1 («V 2 — cos 2 [trf — sin 2 0 j 


dg 


\/1 — crX 2 • y 1 — b 2 ft 

1 1 

a y7 6^7 

wobei für x und y alle positiven und negativen Werthe zu setzen welche der Bedingung 
0 < x~ + y 2 < 1 genügen. 

Im 20. Bande des Journals von Crelle beschäftigt sich Prof. Ilaedenkamp mit einer 
analogen Transformation für den besondern Fall, in welchem 


/’ (a; 2 — 2 xy cos y + y 2 ) 


dx dy = 


1 


dx dy 


)/sin • y — {x 2 — 2 xy cos y + if) |/1 — x 1 • |/1 — if 


yi-x 2 . yi-f 
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Setzt man: 


x = cos u , y — sin v 


so verwandelt sich der Diffcrentialausdruck sogleich in die daselbst gewählte Form, näm¬ 
lich in: 


du dv 


y/1 — cos 2 y — cos 2 u — cos 2 v — 2 cos y cos u cos v 
Wendet man dagegen die Transformation mittelst der Grössen X, y an, so erhält man: 

di. du 


* V(l_; 2 ) (l-Pcos^) . \/(l — y« 2 ) (1 — /r sin 2 £) 


( 1 ) 


( 2 ) 


Wenn nun aber hieraus der Schluss gezogen wird, dass auch die doppelten Integrale von 
(1) und (2) einander gleich seien und zwar dass 


II 


du dv 


■j/1 — cos 2 y — cos 2 u — cos 2 v — 2 cos 2 y cos u cos v 


= F (ä, cos . F (y, sin f) • • • (3) 


das Product zweier elliptischen Integrale erster Gattung sei, so liegt hierin offenbar ein Irr¬ 
thum; denn aus den vorangegangenen Betrachtungen hat sich mit Bestimmtheit ergeben, 
dass das durch zwei neue Veränderliche transformirtc Doppel-Integral nicht nur aus Einem, 
sondern im Allgemeinen aus drei wesentlich verschiedenen Bestandteilen gebildet ist, deren 
Grenzen nicht coustant, sondern veränderlich sind. Nun müssten aber wohl die Grenzen 
bezüglich der neuen Veränderlichen >1, y constant, oder, was dasselbe ist, von einander unab¬ 
hängig sein, wenn aus der Integration von (2) das angegebene Product hervorgehen sollte. 
Fehlschlüsse, wie derjenige, aus welchem die Gleichung (3) erhalten worden ist, lassen sich 
jedoch in dieser Materie auch sonst öfter bemerken. 

Ich füge nur noch bei, dass man in dem oben befrachteten Beispiele auch die Grenz¬ 
bedingung: 0 < x°- cos 2 V + y- sin 2 ^ < 1 hätte zu Grunde legen können, und dass die 

Transformations-Gleichungen: 

x — al V 1 + b '/r — bji V 1 + er X 1 

y — a). V 1 T b 2 /r -[- bji V 1 -j- ar X’ 

c 

wofür man 


A = — 2 ab . 


1 -f re 2 ;, 2 -f b-/r 
y I [ a J /~ . y 1 -j IX yr 


erhält, ebenfalls zu neuen Resultaten führt. 


43. 

Manche bemerkenswerthe Ergebnisse lassen sich aus der folgenden Betrachtung ziehen. 
Der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Veränderlichen sei durch die 
Gleichungen: 





















Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 


185 


X™ 

+ 

yn 

— 1 

,r r 

X — a 

T- 

b s 

X M 

+ 

y n 

— 1 

r r 

s 


fi ■—■ a 


p — 


gegeben, oder, was dasselbe heisst, es seien für ce, y die folgenden Ausdrücke in X, p gewählt 
worden: 


r = v = j ^ 

' ( (f - a r ) (T - b°) - (/ - f) (f - If) i 

= y _ _ ( / ~ l T ) (?‘-b‘) (f - t/) l\- 

V (i ’ j (/ _ f) (/ _ T) - (/ _ a r ) (p - b s ) 1 
Setzt man zur Abkürzung: 


so ergibt sich, wie eine leichte Rechnung zeigt: 

* 1 V i_,„ yi-n h/ -1 0~ s —/) Q+ s /~' (t*—x r ) -p] (f—f) Q+rf~' (f—f) r] 

A = ™ * A * Y ' - JP^Qf - 


Was die Grenzen des Doppel-Integrals betrifft, so werde ich in den Fällen, von welehen 
bald ausführlicher die Hede sein wird, annehmen, die Integration habe alle diejenigen posi¬ 
tiven Werthe von x und y zu umfassen, welche der Bedingung: 


0 < 


r r 

a — a 


+ 



Genüge leisten, vorausgesetzt dass a , /?, a, b positive Grössen bezeichnen. Da die Durch¬ 
führung der Aufgabe in der so eben angedeuteten Allgemeinheit hier, schon der weitläufigen 
Resultate wegen nieht Platz finden kann, so werde ich nur solche Fälle näher erörtern, in 
welchen gewisse Speeialisirungen eine Vereinfachung bewirken. 


44. 


Zunächst möge der besondere Fall betrachtet werden, in welchem die beiden Expo¬ 
nenten r und s einander, und zwar jeder der Einheit gleich ist. 

Für diesen Fall wird A wesentlich einfacher. Man erhält nämlich nach einigen Redue- 
tiouen: 


A = 


p — X 


mn (< 


«-*)" + B 1 [(;.-«) («-/J 1 m [(i 


b) (p-b) 




Dieser Ausdruck kommt also zur Anwendung, wenn in einem Doppel-Integral statt er, y 
die neuen Veränderlichen jx vermöge der Gleichungen: 

y n 


/ — a 
x m 


+ 


+ 


X — b 

yn 


fi — a fi — b 

Denkschriften der mathem.-natui w. CI. XX. Bd. Abhandl. v. Niclitmltglledern. 


= 1 
= 1 

















186 


Anton Winckler. 


eingeführt werden sollen. Auch hierbei findet die Voraussetzung des Art. 1 nicht statt, dass 
die neuen Veränderliehen <1, y durch die alten x, y ganz unzweideutig bestimmt seien. Um 
sich hiervon zu überzeugen kann man A, y explieite durch x, y ausdrüeken, was, wie man 
sogleieh bemerkt, sowohl für X als aueh für y die Auflösung einer Gleichung zweiten Grades 
erfordert. Aber es ist zugleich auch klar, dass diese Gleiehung genau dieselbe für X wie für y 
ist, dass mithin X und y die beiden Wurzeln jener Gleichung sind, und dass man also hat: 

X = | x m -4- y n -f- a -f b ± V (x m -p y u -j- a + bf — 4 (bx"‘ + ay“ -f- ab) | 

y = — | x’“ -4- y" -f- a -f- b T V (x m -f - y n a b )* — 4 ( bx m -j- ay “ -p ab) j 

wo die Doppel-Zeiehen correspondirende sind. 

Es ist nun aber von Interesse die Grenzen zu kennen, zwischen welchen diese Wurzeln 
gleichzeitig liegen, wenn man, wie dies die Aufgabe verlangt, x und y als positive und 
reelle Grössen voraussetzt, 

Leichter als aus den angeführten Wurzelausdrücken lässt sieh diese Frage auf folgendem 
Wege beantworten. 

In den Gleiehungen 


x = 


y = 


F 


(;. — a) (ß — a) I'“ 
a — b j 

(* — b) (jj. — 6) )» 
ci — b j 


kann man, ohne der Allgemeinheit zu schaden, annehmen, es seien die als positiv voraus¬ 
gesetzten Grössen a und b so beschaffen, dass a^> b, folglich a — b positiv ist. 

Alsdann lassen sieh drei Intervalle unterscheiden, zwischen welchen X liegen kann; 
die entsprechenden Intervalle von y lassen sich wie folgt finden. 

Es sei zunächst X > a > b so ist X — a und X — b positiv; es kann daher x unter 
allen Umständen nur dann reell und positiv bleiben, wenn y — a negativ, oder also y < a 
ist. Damit ferner auch y reell und positiv bleibe, muss y — b positiv, folglich y > b sein. 

Nimmt man ferner an, es sei a > X > b so ergibt sich durch dasselbe Baisonnement 
dass y > a und y > b sein müsse. 

Nimmt man endlich den letzten noch möglichen Fall an, dass a > b > A, dann könnte 
x offenbar nur reell und positiv sein, wenn y — a positiv, folglich y > a wäre, während y 
unter derselben Voraussetzung nur dann reell und jjositiv sein könnte, wenn y — b negativ, 
folglich y <C b wäre. Wäre nun aber y > a und y <C b so müsste auch b > a sein , was 
gegen die Voraussetzung ist. Es sind also nur die beiden zuerst betrachteten Fälle möglich, 
und es folgt hieraus, dass 

entweder X > a > b und gleichzeitig a > y > b . (1) 

oder a X b und gleichzeitig y^>a)>b . (2) 

sein muss, womit die Grenzen der Wurzeln jener quadratischen Gleichung gegeben sind. 

l)a sowohl x als y durchaus symmetrische Functionen von X und y sind, so ist das 
Bereich derWerthe, welche x und y durchlaufen, dasselbe, ob man sieh X und y in den 
Intervallen (1) oder in jenen (2) bewegen lässt. Daraus folgt, dass bei Bestimmung der 
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Integrations-Grenzen bezüglich der neuen Veränderlichen nur entweder die Intervalle (1) 
oder nur jene (2) berücksichtigt werden dürfen, in keinem Falle aber die beiden zugleich. 

Welches der Intervalle (1), (2) man wähle, ist an und für sich ganz gleichgültig. Wenn 
man aber, wie es seither gehalten wurde, bezüglich der Aufeinanderfolge der Integrationen 
naeh den neuen Veränderlichen, bereits eine feste Ordnung gewählt hat, so übt jene Wahl 
auf die Form des transformirten Integrals einen wesentlich bestimmenden Einfluss aus. Dieser 
Umstand verdient eine etwas nähere Ausführung, und ich werde daher, immer unter der 
seitherigen Annahme, dass zuerst nach p und erst dann nach A integrirt werde, die beiden 
Fälle (1), (2) nach einander betrachten. 


45. 


Aus der Grenzbedingung: 


folgt 


0 < 


x m 


a — a 


yn 

f-b 


< 1 


Co = 0 

m - 

- - V a — a 


<p°(x) = 0 



Unter der durchaus festzuhaltenden Annahme, dass 


a — x"‘ 


a > ß > a > b 

werde ich nun den ersten der im vorigen Artikel unterschiedenen Fälle näher betrachten, in 
welchem nämlich 


X > a > b und zugleich a > p > b 
ist. Vor Allem handelt es sieh dann um die Werthe p 0 . /*,, /fl, /fl. 
Naeh Art. 1 findet man nun 


p 0 aus der Gleichung (A — a) (p — a) = 0, so dass p 0 = a 

g 1 aus der Gleichung (A — a) (p — a) = (b — a) (oc — a) also p 1 = a, — 


(a — b) (ex — a) 
X — a 


wobei, wie man sieh sogleich überzeugt, /i, > b bleibt, so lange man X > a nimmt. Sofort 
erhält man: 


/fl aus der Gleichung (X — b) (p ■— b) = 0, so dass p° = b 

/fl aus der Gleichung (A — b) (p — b) — (a — b) (ß — b) + - (A — d) (p — a) 

CC — d 

woraus sich ergibt: 

, _ (a — (a — b_) (f - ß) _ , _ (ß — b) (" - b) (a - A) 

^ A (a — ß — a -J- b) -fl aß — <xb ^ A (st — ß — a -fl b) aß — ab 

Hier muss nun untersucht werden, für welches Intervall von Werthen der Veränder¬ 
lichen A der Werth von /fl in der That zwischen a und b liegt. Dieses aber lässt sieh ent¬ 
scheiden, wenn man bestimmt, zwischen welchen Werthen A liegen müsse, damit die Brüche 
in den beiden Darstellungen von p jjositiv bleiben. Zu diesem Zwecke bemerke man, dass 
der Ausdruck im Nenner A (« — ß — a -)- b) -}- aß — ab stets positiv bleibt, so lange A 
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zwischen den äussersten Werthen a und b der Ungleichheit a > ß > a > b enthalten bleibt. 
In der That erhält man den Werth (a — a) (a — ß ) für X ==■ a und ebenso erhält man den 
Werth (ß — b) (a — b) für X = b. Da nun der gedaehte Ausdruek linear ist, so leuchtet die 
Richtigkeit des Behaupteten von selbst ein. 

Untersucht man nun auch den Zähler jener Brüche, so ist klar, dass das Zeiehen des 
einen nur von dem Factor X — ß abhängt, dass also der ganze Bruch positiv bleibt, so lange 
X ß ist. Eben so zeigt sieh, dass der zweite Bruch nur so lange positiv bleibt, als X > a ist. 
Daraus folgt als Resultat: 

Es ist: a fi 1 > b nur so lange als a ß>X^>ßß>a^>b] 

und der für /i 1 gefundene Ausdruek ist nur so lange giltig als jenes der Fall bleibt. 

Es ist kaum nüthig zu bemerken, dass diese Einschränkungen aus den beiden zu Grunde 
gelegten Bedingungen X > a > b , a > fi > b und der Grenzbedingung des Doppel-Inte¬ 
grals hervorgegangen sind. 

Auf diese Ergebnisse gestützt sind nun auch die Werthc von A 0 °, Xß, Xß, Xß zu bestimmen. 
Mit Rüeksieht auf die Gleichungen des Art. 1 erhält man Xß aus den beiden Gleichungen: 

(i X — a) (fi — a) = 0 , (X — b) (fi — b) = 0 

welchen gleichzeitig genügt wird, wenn man 

Ao — ß ) /io — b 

setzt. Zwar würden auch die Werthe A 0 ° = b, fiß = a genügen; sie sind aber nieht zulässig, 
weil sonst, entgegen der frühem Voraussetzung, X unter a zu liegen käme. 

Ferner findet man Xß aus den Gleichungen: 

(A — a ) (fi — a) = (b — a) (a — a) 

(a — a ) (X — b) (fi — b) = (a — a) (ß — b) (a — b) -j- (A — a) (fi — a ) (ß — b) 

Da die letztere Gleichung sieh einfach durch die folgende (A — b) (/i — b) = 0 ersetzen 
lässt, so folgt, dass den beiden Gleichungen durch die Werthe 

V = « , /V = b 

entsprochen werden kann. Zwar geschieht dies auch, wenn man A, 1 = b, /iß = a setzt; da 
aber hierbei Werthe von A vorkämen, welche kleiner als a wären, so würde man mit der 
zu Grunde liegenden Voraussetzung in Widerspruch gerathen. 

Für A,, 1 hat man die beiden Gleichungen 

(A — et) (jfi — a) — 0 

(a — a) (X — b ) (fi ■— b) — (a — a) (ß — b) (a — b) -f (A — a) (fi — a) (ß — b) 

Wie man leicht bemerkt, kann die letztere Gleichung durch (A — b) (fi — b) = (ß — b) (ct — b) 

ersetzt werden, so dass die Werthe 

K = ß > /V = a 

als entsprechend erseheinen. Aueh das Paar A 0 ‘ = a, fiß = ß genügt jenen Gleiehungen, 
aber es ist dennoch auszuschliessen, weil darin ein Werth von /i vorkommt, welcher grösser 
als a, nämlich = ß ist, was der Voraussetzung widerspricht. 

Endlich hat man für A,° die Gleichungen : 

(A — b) (fi — b) = 0 . (A — a) (/i — a) = (b — a) (a — a) 
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welchen durch die Werthe: 

V = a , Ah“ = b 

Genüge geschieht. Die beiden Werthe V = b, g* = a, welche ebenfalls genügen, sind 
unzulässig, indem dabei g über a zu liegen kommt. 

Die Substitution der so eben ermittelten Grenzwerthe in die Gleichung (IV) des Art. 17 
liefert nun das folgende bemerkenswerthe Resultat: 


mn (a — b) m + ” . jTf (x, y) dx dg — 



(ji-X)f(X, Y) dg 


(A—«)(«—//)] m [(A — b) (fi — 6)] 





(g-X)f(X, Y)dg 


a a 


(X — a) (a —fi) J m [(A— ß) (g —,?)] 


( a „)( g S) (S—T) 


A (ci — j —rt + f») + (Ztl — <x6 

wobei das Doppel-Integral linker Hand sich über alle positiven Werthe von x und y zu 
erstrecken hat, welche der Bedingung 


X m y7l 

0 <- + T~l < 1 

a —a ß — b 

entsprechen, und worin zur Abkürzung: 




(X—d) 

a — b 


f . r = 


gesetzt wurde: dabei ist vorausgesetzt, dass a > ß > a > b sei. 


4G. 


In gleicher Weise werde ich nun auch den Fall (2) des Art. 44 betrachten, für welchen 
gezeigt worden ist, dass alle möglichen Werthe von x , y erhalten werden können, wenn man 
A, g in den Intervallen 

a > X > b und gleichzeitig g > a > b 


sich bewegen lässt. Sucht inan, immer unter der Voraussetzung dass a ß a > b, die 
Werthe von g a , g„ g° : g l so ergibt sich auf gleiche Art wie im vorigen Artikel 


g 0 — a 


g t = a + 


(a — b ) (x — «) 
a — X 


wobei in der That g t > a bleibt, so lange A < a ist. 

Für g° lässt sich kein Wertli angeben, welcher den obigen Anforderungen entspricht 
und für welchen gleichzeitig sowohl x als auch y positiv wäre. Indessen eliminirt die all¬ 
gemeine Formel, auf welche der vorliegende Fall alsbald angewendet werden wird, von 
selbst die fragliche Grösse g°. 

Ferner ist: 


g 1 = a -f- 


(« — «) (a - b) (ß — A) 

k (2 — ß — a -f- b) -f* a ß — 
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Wie früher gezeigt wurde, bleibt der Nenner dieses Bruches so lange positiv, als A 
zwischen den äussersten Werthen a und b enthalten ist. Es bleibt somit der ganze Bruch 
positiv, so lange X < ß ist. Daraus folgt also: 

Es ist /x 1 > a >- bi nur so lange als a > ß X bleibt. 

Die vier Grenzwerthe der Veränderlichen X ergeben sieh wie folgt. 

A 0 ° findet man aus den Gleichungen: 

(; — a) (/i — a) = 0 , (X — b) (jx — b) = 0 

Man genügt beiden zugleich, wenn man setzt: 

Xß = b , /i 0 ° = a 


Zwar Hesse sich jenen Gleichungen auch noch dadurch Genüge thun, dass man Xß =r a, 
nß = b setzt; aber diese beiden Werthe sind auszuschliessen, weil sonst /x unter a herab- 
o-ehen würde. 

Ö 

X, 1 erhält man aus den beiden Gleichungen 

(A — a) (/x — a) = (b — a) (a — es) , (X — b) (/x — b) = 0 

und man findet: 

V = b , /V = a 

Die beiden anderen, im Allgemeinen noch möglichen Werthe A, 1 = a , /x, 1 = b sind 
wie leicht zu sehen, unzulässig. 

A,, 1 liefern die Gleichungen: 

(A — a) (jx — a) = 0 , (X — b) (n — b) = (ß — b) (es — b) 

aus ihnen findet man: 

Xß = a , n o 1 = ß 

Die beiden noch möglichen Werthe Xß = ß, /xß = ci sind zu verwerfen. 

A,° endlich folgt aus den Gleichungen: 

(A — b) (jx — b) = 0 , (A — a) (/x — es) = (ß — es) (a — a) 

und zwar hat man zu nehmen: 


Aj° = b , ixß = a 


Auch hier sind die weiteren Werthe A, 0 = «, /x,° = b als den Voraussetzungen wider¬ 
sprechend nicht zulässig. 

Setzt man diese Werthe der Grenzen von A und /x in die Gleichung (V) des Art. 18 ein. 
so ergibt sich als Resultat dieser Betrachtung: 


mn (ci — b ) 



/ (*, y) dx dy = / dX 



(>-/)/(A', Y)d r . 


(A — a) (a — fi) 

(d-a) ( u — b ) (ß — A) 
A(a— ß — a-\-b) aß — ab 




wobei das Integral ant der linken Seite sich auf alle positiven Werthe von x und y bezieht, 
welche der Bedingung 


X m 



yn 


< 1 
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genügen, und wobei zur Abkürzung: 


X = 



(; - a) Q - «) V 

a — b ) 




gesetzt, und a ß ;> a > 6 angenommen worden ist. 

Vergleicht man das Resultat dieses Artikels mit jenem des vorigen, so zeigt sieh der 
merkwürdige Umstand, dass das transf'ormirte Integral einmal blos aus einem, und das 
anderemal aus zwei verschiedenen Ausdrücken zusammengesetzt erscheint. Es kann daher 
wohl die Frage entstehen, ob sich die Übereinstimmung beider Ergebnisse nach weisen lasse. 
Die Beantwortung dieser Frage ist schon darum von Interesse, weil in ihr zugleich eine gute 
Probe nicht nur der so eben gefundenen, sondern auch einiger früheren allgemeinen Resul¬ 
tate enthalten ist. 

Es lässt sich nämlich leicht zeigen, dass die in diesem Artikel erhaltene Transformation 
unmittelbar auf die zweigliederige des vorigen Artikels führt, wenn man einfach (im Sinne 
des Art, 25 begründeten Satzes) die Integrationsfolge umkehrt, und sich hierzu der Formel (2) 
des Art. 25 bedient, vermöge welcher man hat: 



fHU) >■, ?'(>■<) K V'O;) >i 

j' dX I f (X, /i) dX -)- j' dp I f (/, /i) dX -f- j' dp I f (/, /i) dX 


worin X = <p°(p) aus der Gleichung p = g>° (X) 
und X = (p l (p) aus der Gleichung p = <f (X) 
abzuleiten ist. In dem vorliegenden Fall ist zu setzen 


P, 0 — o. 


= b 


f(X) — a -f- 


(« — «) (a — IX) (/? — A) 

X (« — ß — « 4" b) 4- ab — ab 


f(X) — a 


Daraus erhält man also: <p l (X 0 ) = f (/,) = a und 


<P°{K)=ß , p°üu) = « 


f(p) = a + 


(a — q) (q — b) (f — p) 

p (a — ß — a b) aß — ab 


Setzt man zur Abkürzung: 


F&ß) 


so hat man also: 


/Uü 5’) 


[ü — a ) (« — i )\ m !_(' — Ä ) (m — üJ 


i 

n 


h n ß b ab 

j dX I (ja — X) . F(X, p) dp — f dp I (p — X) F(X, p) dX 4- j dp f (p — X) F (X, p) dX 

Wenn man nun in den beiden rechts stehenden Integralen die Veränderlichen X und p 
mit einander vertauscht und bemerkt, dass hierdurch F (X, p) als durchaus symmetrische 
Function von A und p sich nicht ändert, während der andere Factor [p — X) als alternirende 
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Function das entgegengesetzte Zeichen annimmt, und die Ausdrücke <p°(l) und (p ü {jx) geradezu 
in einander übergehen, so folgt unmittelbar, dass: 

6 a ß b ab 

f dl f 0 — A) F (A, n) dji - f dl f (jx - A) F (l, y) dy -f f dl f (y — l)F(l,y) d/x 

a ¥*(*) a a ß ß) 

Q. E. D. 


47. 

Um an bereits bekannte Resultate anzuschliessen, will ich einige besondere Fälle der 
so eben gefundenen Formeln betrachten, und wähle dazu den Fall, in welchem ß = a ist: 
Hierfür ergibt sich aus der Gleichung des Art. 45, wenn man darin zugleich m und n für 

1 -i 1 

- und - setzt: 

m n 


a b 


fff (»; y) dx dy = - 

mit der Bedingung: 


(a-l) 


m 4 - 


f dl f- - f—A 

" 1 ./ J IVA — a) (a —u)V 


{y-l)f{X, Y) dy 


a a 


. x y 

0 <c - + ~ t 1 

a — a «— b 


[(A — «) («—/«)]’ m [G — U]‘ 

, x und y positiv 


und wobei 

> 

Es sei zunächst 

/ (*, y) = i 

daun lässt sich der Werth des Doppel-Integrals leicht finden, man erhält nämlich: 

» / -\ n 

m (a—b\ ( m ) n m 

f’~ a) 7 r(z=i /«_ä\ r ( *~ a) ( V 

I dx I dy = (- J j dx\cx — a — x m ) 


Setzt man hierin: 


x = (a — a) m . t" 


dx — m (a — a) m t m 1 dt 


so geht das letztere Integral über in: 


ni 


wofür sieh der Werth: 


m + n 

Hieraus zieht man das Resultat: 

a /, 


X 

(a — a) m (o — b)'f (1 — ty t m -' dt 


mn , . . flm) fln) 

(a — a) m (a — b) . v w 


fdl f _ {ß ~ d f __ 

J J [(A - o) (a - y)]'~ m [(A - b) {y- b)]'- n ’» + « 


a a 


r{m + n) 


m n . _ x . , . . Hm) f(n) 

(a — a) m (a—b) n (a — b) m + n - 1 — K —L 


r(yi -p n) 
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Ich will ferner annehmen, es werde 


1 1 

* / x m y n \ 

f[ 1+ -a +!J 


für f (x, y) gesetzt. 

Drückt man diese Function durch A, p aus, so erhält man sehr einfach: 


Es ist daher: 



/(|) ft, f(X. Y) 


CC m V 71 \ 

1 + - +7 ) dx dy = 

a b ) 


mn ff «-«/(£)<*■ 

(a-l) m + n - l J J [(A-a) (a-«)] 1 -" 1 [(A — h) (/i — 6)] 1- " 


a a 


wobei: 


Al W |l W 

0 < — + ~ r < 1 

« — a a — 6 


In dieser Gleichung sind einige bemerkenswerthe besondere Fälle enthalten, zu welchen 
man auf folgende Art gelangen kann. Man setze — A, — p für A, p , so wie gleichzeitig auch 
— a, — b für a, b und setze hierauf a = 0; dadurch nimmt die Gleichung die folgende Form an: 

ff r { x m y*\ . , mn f f (^— ^)/(^) ^ 

JJ f V - ; - J ) * * = V r g -.) ( ._ < oi- f „_ t) (■ _ t) i- 


mit der Bedingung: 


X m V 71 

0 < - + { <1 

a b 


Bemerkt man nun, dass aus einer Gleiehung des Art. 30 das auch sonst schon bekannte 
Resultat: 

fl F ( - + V " ) dx dy = mn a m b n — f z m+n ~ 1 F(z) dz . (1) 

o 

folgt, wobei für x, y die obigen Bedingungen gelten, und setzt man F(z) = f( 1 — z) so 
kann man das urspriiriglieh gegebene Doppel-Integral sogleich auf eine Quadratur reduciren, 
und erhält somit die folgende Gleichung: 

/ r P-ri/(g)» _ = 

0 a -«)(«— p )\ 1 “ " [('- — h ) (p — l>y ~" 

1 

a"‘b” (b — a) m+n ~ 1 . y . f s”+’ 1 - 1 f(l — 0) f /0 

v ; l\m + n) J v ' 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Ed. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 
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Es sei, um ein Beispiel zu betrachten: 

f(z) = z r ~ 1 , f(l — z) = (1 — z) r ~' 

so findet man die bemerkenswerthe Gleichung: 




r—l r— l 


dji 


[A — a) {a — n)\ m . [(A — b) (/i-6)] 1 
Indem ich noch -weiter specialisire, sei 


_ a») rw m 

r{m -f- n +>•) 


(*—«)■ 


m = n = r = - 
o 


ni )=^ 


TT 

9 


Dann ergibt sich, mit Rücksicht auf die Gleichungen: 

'■(;) = V* 

und wenn man zugleich A 2 , /r für ) l, /i und a 2 ? 6 2 für a, 6 setzt: 

[’<u f t 

J J r(A’-« ! ) («■-/.’) (<•-»■)!,/-'<■) 

Wie man sieht ist diese bekannte Gleichung, welche zuerst Lamd fand, und welche 
später von Poisson auf andere Weise abgeleitet, von Chasles und Terquem aber durch 
geometrische Betrachtungen gefunden wurde (s. Moigno, Calc. intdgr. pag. 244 — 249), 
nur ein sehr specieller Fall des oben entwickelten Theorems. 

Ich will schliesslich noch annehmen, es sei 

f(z) = _— 1 , m -f n — 1 

j 1 — s 2 . \ 1 — Ar z 2 

dann wird man nach wenigen Umformungen erhalten: 

c dx r _ (ß ~ __ d Ji __ 

J • ■ [(A — o) (a — ^)] n [(A —b) {ft- ' \Un° — Ad// 2 . — **AV) 

- b"~- r dx _ - b n —~ 

sin M.T „“ + 1 V |/] _ x > . ~~ sin n~ ' fl ” +I ' 

wenn man, wie in Art. 27 mit K das hierin vorkommende elliptische Integral bezeichnet. 

Auf ähnliche Weise würde man durch die Annahmen 

f(z) = VT—A . Yl - 
f(z) = log (1 — z) 
u. s. w. zu neuen Resultaten gelangen. 


Vz- 


m -)- n — 1 


48. 

Die so eben gefundenen Ergebnisse waren, für die Annahme ß = <x = 0, besondere Fälle 
der am Schlüsse des Art. 45 erhaltenen Gleichung. Ich werde nunmehr einige Anwendungen 
von der im Art. 46 entwickelten allgemeinen Gleichung, für die Annahme a — a = ß — b 
folgen lassen, wofür jene Gleichung in 
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(?-*)/(X, Y) dg 


y) dx dy = .Jdxj 

V J a a+5 


(a - Vf 

übergeht, mit der Bedingung 


[0 - «) («-/>)]— [p - S) o - {)]— 


0< »-+r < , 


a — a 


Man nehme an, es werde hierin 

i_ i_ 

f [a, + b -j- x m + y ” ) an die Stelle von f (x, y) '. 


also: 


/ (A -f- g) an die Stelle von f (A, Y) 

gesetzt. Alsdann ergibt sich, wie man leicht ersieht, die folgende Gleichung: 

(p — f -)f(X+p) dg 


rCnt , 1 , mn rr (p—v/v+pidg 

f(/(a + » + «■ + »■) dx dy = + ,_, fdxj j , 

v a 7+i—A 


Da nun 


1 1 

m , » 

x -\-y 


f {a P- b x m + 3/”) —y( a + ^ + ( a — a ) • ‘ a ) 
so hat man, nach der Gleichung (1) des vorigen Artikels: 

Cf ( - -\ D(m) r(n) r 

JJ f (a + * 4 + y") dx dy — mn (a — a) ,,,+n . + z m+n ~'f[a + & + (a — a) z ] dz 

n 


womit inan sofort weiter findet: 

b a 


f ü r _ (p —*)/(*+m) 

J J [(A — a) (a — [(A — b) (g 

a 7+6— * 




( a — a) m+n (a — b) m+, ‘ 1 . 'J' z m+n 1 f [a + b + (a — a ) zj dz 

0 

Es geht aus der Herleitung dieser Gleichung hervor, dass sie auf der Annahme beruht, 
es sei a — a positiv. Für m =? n = ~ geht die Gleichung in die folgende über: 


fdxf 

J * V U — a ) ( a 

a fx+b—X 1 v ' v 


ip — D/(A +/') dg 


-g) (A — b) (g — b) 
Für f {£) — erhalt man z. B. 

f g — A) dg 


l 

(a — a) ~I f [a + b 4- (« — a ) z] dz 


V» 


fdxf ~=== 

J . ' 1 (/ — a) (a — 

a 7+6-A 1 V ' V 


/ij (A - b) (g — b) (A + ^ 


= 2 7t (V a -p b — V a + b) 
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So wie die vom Art. 43 an entwickelten Resultate sich auf die Substitutions-Gleichungen 


x 


r r 

k — a 


+ 


fl 


y 


k 3 — b S 


1 



gründen, so lässt sich eine Reihe nicht minder interessanter Resultate erlangen, wenn man 
die Transformation mittelst der Gleichungen: 


X 


m 



1 


X 


V 


+ 

k' — a ,i - ,?" 

oder mittelst der hiervon wesentlich verschiedenen: 


- 1 


x y 

-+ - 1 — = i 


k — a n — o 

tu n 

X 1/ 


s 3 s ,»• r 

y — ß k — K 


: 1 


bewirkt. Eben so sind die Ergebnisse von besonderm Interesse, welche der Transformation 
mittelst der Beziehungen: 

x — (ae rX -f be s;i ) m 
y = (ae r> - - ße^) n 

entsprechen. U. s. w. 

Die nähere Ausführung dieser Fälle würde jedoch hier den Raum zu sehr in Anspruch 
nehmen, kann aber um so eher einer andern Gelegenheit Vorbehalten bleiben, als der Zweck 
aller früheren Speeialitäten hauptsächlich darin bestand, die Bedeutung und den Nutzen des 
allgemeinen Satzes über die Transformation so wie die Art seiner Anwendung in gegebenen 
Fällen darzulegen. 


49. 

Den Beschluss der vorliegenden Arbeit möge die Begründung eines sehr allgemeinen, 
und wie es scheint, für die Theorie der bestimmten Integrale nicht unwichtigen Verfahrens 
bilden. Wie bekannt, gewinnt jene Theorie einen grossen Thcil ihrer Resultate aus der 
Betrachtung doppelter Integrale mit constanten Grenzen, welche sie in den beiden Arten der 
Integrationsfolge jedesmal auf Quadraturen zu reduc-iren oder so weit möglich, vollständig 
zu bestimmen sucht. Wenn aber weder bei der einen noch bei der andern Folge der Inte¬ 
grationen eine solche Reduction möglich ist und sich also auf diesem Wege nichts erreichen 
lässt, so kann doch in manchen Fällen eine andere Methode wirksam sein, welche in der 
Transformation des Doppel-Integrals durch zwei neue Veränderliche besteht und welche ich 
in Kürze hier bezeichnen will. Wenn, wie bisher, der Zusammenhang zwischen den alten 
und neuen Veränderlichen durch die Gleichungen: 

^ n) j y ^ ß, /•) 
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und daraus abgeleitet, durch: 


^ ^p, tr) ' T ^P, y) 

gegeben ist. und wenn aus der Gleichung 

A' (A , ß) = Co der Werth p = p 0 

A(^ i m C] - ~ p pi 

’Yp, p.) == r /u •• P — P 

,i) = » P = 

berechnet wird, so hat man zufolge der Gleichung (XII) des Art. 23: 



£o Zo 


7 mU To *Kcj7 W To -Kco’ ^u) To 

f di f f(X, Y) A dp +f di ff (X, Y) A dp + J di ff (A', Y) A dp 

Ah< T .\) A Ahi ’ii) /'i Ah. 'o) 

wobei, wie bisher: 

_ dX dY dX dY 

dp dl dl dp 

Hiei’durch ist das bemerkte Verfahren im Wesentlichen gegeben. 

Die folgende Umformung der Gleichung aber verdient näher berührt zu werden. Man 
setze nämlich den Ausdruck: 


f (x, y) an die Stelle von f {x, y) 


dA dM dA dM 

dy dx dx dy 

und bemerke, dass der alsdann auf der ersten Seite der Gleichung vorkommende Ausdruck: 


( dA 

dM 

dA dM '( 

( dX 

dY 

dX 

dY ) 

l d , J 

dx 

dx dy ) 

\Tp- 

dl 

dl 

!p | 


nach der Lehre von den Determinanten gleich der Einheit ist, so dass sich die Function unter 
den Integralzeichen, bezüglich X und p, auf f (AT, Y) reducirt, dass folglich auch : 


£i r ,\ 



5» 


dA dM 
dy dx 


dA dM ) 7 

s ■ i a » = 


Ufn Y ,\) To 1 (?P Y o^ To A(? u , 7,q) To 

j di ff(X, Y) dp + f di ff(X, Y) dp + f di jf(X, Y) dp 

r^) fO J(fj, r 4i ) p t J(?,, j 0 ) ft° 

Setzt man z. ß. hierin 


f (*, y) = 1 

so lässt sich das Doppel-Integral auf der ersten Seite der Gleichung unmittelbar auf zwei 
Quadraturen bringen, wenn man von der folgenden Bemerkung ausgeht. Es findet nämlich, 
wie man sich direct durch Differentiiren überzeugen kann, identisch die folgende Gleichung 
statt: 

j r A dM di ln 7 T 71 r a 

dA dM _ dM dA _ £ ( d [ A ^ ~ M d^ J ^ d Ty ~~ A ) 

dy dx dy dx 2 ( dy dx ) 
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Wird dieser Ausdruck zwischen constanten Grenzen nach x und y integrirt, so kann man 
beim ersten Theil die Integration nach y. und beim zweiten jene nach x zur ersten machen, 
so dass man, wie leicht zu sehen, zu der Gleichung gelangt: 


1 





A 


T 

dx dx J, o 



dM p 

d<J h 


-l(?„ r„) -l(f„ Vi) -l(?„ To) 1(5». T.) 

j' g 0 dl + j' HidX I \T dX + j' f dl 

.1(5». Ti) l(5t. To) "!(?». To) -l(fi. Ti) 

Durch ihre Symmetrie liefert diese Relation eine gewisse Controle aller bei ihrer Hcr- 
leitung benutzten Resultate. 

Die in das Einzelne gehende Erörterung dieses Gegenstandes würde jedoch mehr zur 
Lehre von den bestimmten (einfachen) Integralen als hieher gehören und mag an anderm 
Orte weiter geführt werden. Ich glaubte desselben als einer der zahlreichen Anwendungen 
erwähnen zu müssen, welche die allgemeine Lösung der im Eingänge dieser Arbeit mir 
gestellten Aufgabe zulässt. 


Berichtigung. 


Seite 175 ganz unten heisst es: 


soll aber richtig heissen: 


/ x 1 \ 

2 X log sec I — — — arccos ß 1 

2 ~ log sec ^ — — arcos ß^j 


